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Proélogo

En estas notas trataremos dos grandes temas: Los mentados en el titulo. Para estudiar
los niimeros reales es necesario conocer las propiedades de los racionales y para esto es a
su vez necesario comprender a los numeros enteros. Por esto comenzaremos en el capitulo 1
analizando las propiedades algebraicas de los enteros y los racionales. También estudiaremos
las propiedades que posee el orden de los racionales, pues la diferencia principal entre los
racionales y los reales se refleja en el orden. En el capitulo 2 estudiaremos a los reales. El
énfasis se hara en el uso de la propiedad del supremo para mostrar algunas de las propiedades
mas importantes de R.

El capitulo 1 tiene ademés otro proposito. Queremos que el lector experimente, quiza por
primera vez, con demostraciones simbolicas formales. Es decir, argumentos logicos presen-
tados secuencialmente donde cada proposiciéon en la demostracion debe estar rigurosamente
justificada. Esto s6lo lo haremos en una parte del capitulo 1, el resto del texto estara escrito
en el estilo usual en matemaéticas, que sin dejar de ser riguroso y formal, no se cifie a ese
esquema estricto de las demostraciones de la logica simbolica.

Esperamos que los capitulos 1 y 2 ayuden a completar la introduccion a las herramientas
de la logica y a los fundamentos de los sistemas numeéricos hecha en |[6].

El segundo tema que queremos tratar es el concepto de infinito. Para hacerlo es natu-
ralmente necesario estudiar primero a las funciones. Esto es por si mismo un objetivo muy
importante, pues las funciones son una herramienta imprescindible para todos los cursos
de matemaéticas. En el capitulo 3 hacemos una breve introducciéon de la relaciones binarias
para poder introducir el concepto de funciéon como un tipo particular de relaciéon binaria.
Finalmente, en el capitulo 5 estudiamos el concepto de cardinalidad. Queremos que el lector
se familiarize con las propiedades bésicas de los conjuntos infinitos, en particular que pueda
distinguir los conjuntos numerables y conozca que la recta no tiene el mismo tamano que los
numeros racionales.

Estas notas fueron escritas entre los anos 1997 y 1999 y desde entonces han sido objeto
de varias revisiones. En varios momentos de su elaboraciéon hemos consultado los libros
[1, 2, 4, 5]. Deseo agradecer a los profesores Hernando Gaitan, Olga Porras, Oswaldo Araujo,
Giorgio Bianchi, Claribet Pina, Carlos Parra y José Luis Chacén por las observaciones y
sugerencias que han hecho sobre estas notas. También quiero agradecer los comentarios
hechos por los estudiantes que las usaron, algunas de sus preguntas fueron incorporadas como
ejercicios. Este es un trabajo no concluido que es revisado periodicamente, los comentarios
y sugerencias pueden ser enviados a la direccion electronica del autor: uzca@ula.ve.
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Capitulo 1

Los Nimeros Racionales

En este capitulo estudiaremos los ntimeros racionales, es decir, los ntimeros que se obtienen
como cociente de dos enteros. Presentaremos las propiedades algebraicas de los racionales,
esto es, las que satisfacen las operaciones de suma y multiplicacion. Comenzaremos presen-
tando las propiedades de los enteros, éstas nos serviran de modelo para analizar la de los
racionales. Como veremos, para entender mejor a los racionales, ademas de sus propiedades
algebraicas, también debemos estudiar las propiedades del orden. Esto sera de crucial im-
portancia para comprender la diferencia entre el conjunto de los ntimeros racionales y el de
los nimeros reales.

1.1. Los enteros desde un punto de vista abstracto

Antes de explicar qué haremos en esta seccion creemos conveniente presentar un ejemplo
que ilustre lo que queremos hacer. Considere la siguiente ecuacién en dos variables z e y:

de+dH—-—y=4y—x+5
Por el procedimiento que el lector debe conocer bien, de la igualdad anterior se concluye que
de+x=4y+y+5-—5.

Por lo tanto
ox = by

y en consecuencia

r=y.
Le pedimos al lector que analice lo que acabamos de hacer y explique porqué estos calculos
son correctos. Es decir, determine cuéles principios logicos y cuales propiedades poseen los
numeros que garanticen la validez de la conclusion final, es decir, que x = y.

El objetivo de esta seccion es precisamente aislar esas propiedades de los ntmeros y
mostrar como ellas garantizan que razonamientos similares al anterior son correctos. Para
esto, estudiaremos a los nimeros desde un punto de vista abstracto y formal. Esperamos
que el estudiante experimente con demostraciones formales de teoremas sobre los enteros
basados exclusivamente en sus propiedades algebraicas.
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1.1.1. Las propiedades algebraicas de los enteros

Lo primero que debemos decir es que el sistema de los ntimeros enteros consiste de un
conjunto Z y de dos operaciones: + y -. Estas operaciones se dicen que son internas, pues el
resultado de sumar o multiplicar dos enteros es un entero. A continuaciéon damos una lista
de las propiedades bésicas que satisfacen las operaciones de suma y multiplicacion.

Las letras a, b y ¢ denotaran enteros.

Pl a+ (b+c¢) = (a+0b) + ¢ (Ley asociativa para la suma).
P2 a+b="0b+ a (Ley conmutativa para la suma).

P3 Existe un entero que denotaremos por 0 tal que d+0 = d para todo entero d. ( Ezistencia
de elemento neutro para la suma).

P4 Para cada entero z existe otro entero y tal que = +y = 0 (Existencia de elemento
inverso con respecto a la suma).

P5 a-(b-c)=(a-b)-c (Ley asociativa para la multiplicacion).
P6 a-(b+c)=a-b+a-c (Ley distributiva para la suma y la multiplicacion).
P7 a-b="b-a (Ley conmutativa para la multiplicacion).

P8 Existe un entero que denotaremos por 1 tal que d-1 = d para todo entero d ( Existencia
de elemento neutro para la multiplicacion) y 0 # 1.

Muchas de las propiedades algebraicas de los enteros se pueden deducir a partir de estas
ocho propiedades junto con las leyes de la logica. Ilustrar este hecho es el objetivo principal
de esta seccion. Las demostraciones las presentaremos de una manera que, podriamos decir,
es ‘rigurosa’. En matematicas se d4 mucha importancia a los argumentos rigurosos, por
éstos entenderemos aquellos argumentos de gran precision y exactitud tanto ldgica como
conceptual. Lo caracteristico de este método es el senalar con precision los principios y leyes
usados para justificar los argumentos presentes en las demostraciones.

1.1.2. Propiedades de la suma

Para iniciar nuestro estudio formal de las propiedades de la suma daremos una justifi-
cacion de la ley de cancelacion.

Proposicion 1.1. (Ley de cancelacion para +) Dados enteros a, b y ¢ tales que b+a = c+a
se cumple que b = c.

Demostracion: Fijemos a, b y c. En lo que sigue denotaremos por d al inverso aditivo de a
dado en la propiedad P4, es decir, d satisface que a + d = 0.
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Afirmacién Justificacion

(1) b+a = c+a Hipotesis

(2) (b+a)+d = (c+a)+d Sumando d a cada lado
de la igualdad (1)

(3) b+ (a+d) = c+(a+d) De (2) y P1

(4) b+0 = c+0 De (4) y el hecho
que a+d=0

(5) b = ¢ De (4) y P3

O

Si el lector analiza con cuidado el razonamiento usado podré observar que, ademas de
las propiedades P1, ..., P8, usamos implicitamente otros principios légicos relativos a las
propiedades de la relacion de igualdad. En efecto, en la linea (2) implicitamente hemos
usado que al sumar d a cada lado de una igualdad se mantiene la igualdad. Por otra parte, la
propiedad P1 nos asegura que (b+a)+d = b+ (a+d) y también que (c+a)+d = c+ (a+d)
y de esto junto con (2) hemos concluido (3). El principio que esta detras de este argumento
es que si dos cantidades son iguales a una tercera, entonces ellas son iguales entre si. A
continuacién enunciaremos con precision estos sencillos principios que casi nunca se menciona
explicitamente por ser “obvios”, pero que son imprescindibles.

Comenzamos con las propiedades “logicas” de la igualdad. Las letras A, B y C denotan
numeros cualesquiera o expresiones algebraicas.

I1 A=A (Reflexividad)
12 Si A = B, entonces B = A (Simetria)

I3 Si A=By B =C, entonces A = C (Transitividad)

Las siguientes propiedades se conocen como propiedades de compatibilidad de la igual-
dad y las operaciones de suma y multiplicacion. Estas propiedades expresan el principio de
sustitucion de iguales por iquales.

C1 Sean a,b, c enteros. Si a = b, entonces a+c=b+cyc+a=c—+b.

C2 Sean a, b, c enteros. Si a = b, entonces a-c=b-cyc-a=c-b.

Ejemplo 1.2. Daremos una justificacion de la siguiente identidad:
(a+b)+c=(c+0b) +a.

Transformaremos la expresion de la izquierda en la de la derecha, usando como reglas de
transformacion las especificadas por las propiedades P1,..., P8.
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(1) (a+b)+c = c+(a+0) P2
(2) a+b b+a P2
3) ¢c+(a+b) = c+(b+a) De (2) y C1
(4) c+(b+a) = (c+b)+a P1
(5) (a+b)+c = (c+b)+a De (1), (3) y (4) e I3

Ejemplo 1.3. Para ilustrar lo engorroso que seria mencionar el uso de los principios 11,
12, I3, C1 y C2 daremos una prueba de la ley de cancelacion para la suma donde haremos
explicito el uso de ellos.

(1) b+a = c+a Hipotesis.
(2) (b+a)+d = (c+a)+d De (1) por C1, donde d
es el inverso de a dado por P4
3) b+(a+d) = (b+a)+d Por P1
(4) c+(a+d) = (c+a)+d Por P1
(5) b+(a+d) = (c+a)+d De (2) y (3) por I3
(6) b+ (a+d) = c+(a+d) De (4) y (5) por 12 y I3
(7) a+d = 0 Por P4 pues d es el inverso de a fijado en (2)
8) b+(a+d) = b+0 De (7) por C1
9) b+0 = b Por P3
(10) b+ (a+d) = b De (8) y (9) por I3
(11) ¢+ (a+d) = c+0 De (7) por C1
(12) c+0 = ¢ Por P3
(13) c+(a+d) = ¢ De (11) y (12) por I3
(14) b+ (a+d) = ¢ De (6) y (13) por I3
(15) b = ¢ De (10) y (14) por 12 y I3

Observacion: Una de las ventajas que tiene esta forma de presentar las demostraciones es
que los principios logicos y matematicos en que se basan los argumentos quedan completa-
mente especificados. Al contrario de lo que ocurre en las presentaciones mas informales de las
pruebas, donde el uso de esos principios puede pasar desapercibido. Para acortar la longitud
de las demostraciones algunos pasos seran abreviados.

Una diferencia importante entre los principios 12, 13, C1, C2 y el resto, es que los
primeros se expresan por medio de proposiciones condicionales. Por esta razén, cada vez que
hagamos uso de ellos, debemos sefialar la linea (o las lineas) de la demostraciéon donde se
verifico la premisa. Por ejemplo, la linea (5) se justifico con I3 y tuvimos que sefialar que las
lineas (2) y (3) contienen la premisa de I3:

b+(a+d)=(c+a)+d premisa
c+(a+d)=(c+a)+d premisa
b+ (a+d)=c+ (a+d) conclusion
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El lector podra comprobar que las tinicas lineas que en su justificacion se requiere mencionar
una (o algunas) de las lineas anteriores son aquellas que hacen uso de 12, I3, C1 o C2.

Mostraremos a continuacion que el inverso aditivo de un entero (como lo indica la
propiedad P4) es unico. El esquema que seguiremos ocurre con frecuencia y le recomen-
damos al lector que le ponga atencion: Supondremos que un entero a tiene dos inversos
aditivos b y d y después mostraremos que b = d.

Proposicion 1.4. Sea a un entero, existe un unico entero b tal que a +b = 0.

Demostracion: Supongamos que by d son enteros que satisfacen:

a+b=0

a+d=0
De lo anterior se concluye (usando I3) que

a+b=a+d.
Podemos ahora usar la proposicion 1.1 y concluir que d = b.
Ya que cada entero tiene un tnico inverso, lo denotamos con un simbolo especial:
—a.

Observe el lector que si dos enteros a y b satisfacen que a+b = 0, entonces podemos concluir

que b = —a (es decir, b es el inverso de a) y también que a = —b (es decir, que a es el inverso
de b). Usualmente se escribe a — b en lugar de a + (—b).

A continuaciéon mostraremos dos propiedades del inverso aditivo. El lector seguramente
las conoce, lo interesante es que ellas se deducen de los principios basicos.

Proposicion 1.5. Sean a y b enteros. Se tiene que
(1) —(—a) = a,
(ii)) —(a+b) = —a —b.
(iii) —0 = 0.

Demostracion: Note el lector que (i) simplemente dice que el inverso de —a es a. En efecto,
como a + (—a) = 0, de la unicidad del inverso concluimos que —(—a) = a.

Para establecer la validez de (ii), bastaria ver que —a — b es el inverso aditivo de a + b.
En efecto,
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(0) —a—b = —-b—a Por P2

(1) (a+b)+(-a—0b) = (a+b)+(—b—a) De (0) por C1

(2) ((a+b)—b)—a = (a+b)+(-b—a) PorP1

(3) (a+b)—b = a+(b—0) Por P1

(4) a+((b—-0) = a+0 Por P4y C1

(5) a+0 = a Por P3

(6) (a+b)—=b = a De (3), (4) y (5) por I3

(1) ((a+b)—b)—a = a—a De (6) por C1

8) ((a+b)—b)—a = 0 De (7) por P4y I3

9) (a+b)+(-a—>b) = 0 De (1), (2) y (8) por 12 y I3

Para verificar (iii), notemos que por P3, 0+0 = 0. Por lo tanto, la unicidad del elemento
inverso (proposicion 1.4) nos garantiza que 0 = —0. O

De lo visto hasta ahora, podemos decir que el esquema ha seguir para la demostraciéon de
una igualdad en la aritmética se puede resumir de la manera siguiente: Use las propiedades
P1,..., P8 y cuando haga falta sustituya “iguales por iguales”.

1.1.3. Propiedades de la multiplicacion

Hasta ahora no hemos mostrado ninguna de las propiedades de la multiplicacion. Al igual
que con la suma, las propiedades de la multiplicacion las podemos establecer basandonos en
P1,..., P§, C1,C2 y 11, 12, I3.

Proposicion 1.6. a-0=0-a = 0 para todo entero a.

Demostracion: Por P7 es suficiente mostrar que a - 0 = 0.

(1) a-0+a-0 = a-(0+0) Por P6

2) 0+0 = 0 Por P3

3) a-(0+0) = a-0 (2) por P7y C2

4) a-0+a-0 = a-0 e (1) y (3) por I3

(5) a-0+a-0 = a-0+0 De (4) por I3y P3

(6) a-0 = 0 e (5) por proposicion 1.1

Proposicion 1.7. Sean a,c enteros. Entonces —(a - c) = (—a) - c.

Demostracion: Basta mostrar que a - ¢ + (—a) - ¢ = 0, pues esto garantiza que el inverso de
a - ¢ es precisamente (—a) - c.

(1) a-c+(—a)-¢ = (a+(—a))-c Por P6y P7

(2) a-c+(—a)-¢c = 0-a De (1), P4y C2
(3) 0-a = 0 Por proposicion 1.6
4) a-c+(—a)-¢c = 0 De (2) y (3) por I3
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Observe el lector que en la linea (1) hemos usado otra version de la ley distributiva:
(b+c¢)-a=0b-a+c-a. La cual se deduce de P6 y la ley conmutativa P7. O

Mostraremos a continuacion que el elemento neutro para la multiplicacién es tnico.

Proposicion 1.8. Supongamos que b es un entero tal que a - b = a para todo entero a.
Entonces b= 1.

Demostracion: Como a - b = a para todo a € Z, en particular sustituyendo a por 1 tenemos
que 1-b=1. Por P7 tenemos que 1-b =05b-1 y en consecuencia por P8 e I3 tenemos que
b=1-0. Por lo tanto b = 1.
O
Ahora queremos demostrar la ley de cancelacién para la multiplicaciéon. Es decir, quere-
mos ver que si a # 0y
a-c=a-b

entonces ¢ = b. [ Cémo razonariamos informalmente para mostrar esta ley?. De la igualdad
anterior se tiene que
a-c—a-b=0.

Por lo tanto,
a-(c—b)=0.

Como a se supone que no es igual a cero, entonces necesariamente ¢ — b = 0, es decir ¢ = b.
Aqui hemos usado una propiedad importante de los ntimeros: si el producto de dos enteros
es igual a cero, entonces alguno de ellos es igual a cero. Sin embargo, esta propiedad no
se puede validar usando solamente los principios P1,..., P8. Por esta razoén introduciremos
otras propiedades. Denotaremos con el simbolo

Z+

al conjunto de los ntimeros enteros positivos. Las propiedades de los enteros positivos que
seran fundamentales son las siguientes:

P9 (Ley de Tricotomia) Para todo nimero entero a se cumple una, y sélo una, de las
siguientes afirmaciones:

1. a =0.
2. a €T,
3. —a€Z".

P10 Sia,b e Z", entonces a+b € Z™.
P11 Sia,b € Z", entonces a-b € Z™.

Proposicién 1.9. Sean a y b enteros. Sia-b=0, entoncesa =0 6b=0.1!

'Como lo mencionamos anteriormente, la proposicién 1.9 no se puede demostrar sin hacer uso de los
principios P9, P10 y P11. Esta afirmarciéon no es facil de verificar. Piense el lector como puede uno mostrar
que una proposiciéon no se puede demostrar.
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Demostracion: Mostraremos la contrareciproca, es decir,
sia#0yb#0, entonces a-b # 0.

Por la tricotomia P9, tenemos que a € Z* 0 —a € Z* y analogamente b € Z* o —b € Z*.
De esto se concluye que existen cuatro casos posibles:

(\)aeZt beZ",

(il)aeZty—-beZ",

(i) —a € ZT y b € Z* y finalmente

(iv) —a € Z* y —b e Z™ .

Cada uno de estos cuatro casos hay que tratarlo por separado, pero de manera similar.
Comencemos con el primer caso. (i) Sia € ZT, b € Z*, entonces por P11 se concluye que
a-b € Z". Por lo tanto, por la tricotomia a - b # 0.

Supongamos ahora que se da el caso (ii). Sia € ZT y —b € Z™, entonces a - (—b) € Z*
por P11. Como —(a-b) = a-(—b), entonces —(a-b) # 0 (por P9). Por lo tanto a-b # 0. En
efecto, pues si a - b = 0, entonces —(a - b) = 0 (;por qué?).

Dejaremos a cargo del lector los dos casos restantes.

Ahora podemos verificar la ley de cancelacion para la multiplicacion.

Proposicion 1.10. (Ley de cancelacion para la multiplicacion) Sean a, b y ¢ enteros con
c#0. 8 a-c=0b-c, entonces a =b.

Demostracion: Supongamos que a-c=b-cy ¢ # 0. Entonces

(1) a
2

= b-c Hipotesis
De (1) y C1
c Por P6
-c  Por P6
Por 1.6
De (2), (3) y (4) e I3
De (6) y la proposicion 1.9
pues ¢ # 0 por hipotesis
(8) a = b De (7).

I 1l
—~
IS
_|_ o
—~ +
| —~
< |
~—~
——
T =
o

~— — — — — ~—
—
=
O O O 6 O O
Il
—~
= .
_|_
—
|
=
~

3
4
)
6
7

AN AN N N N
I
o O O

Para finalizar esta seccién, mostraremos ahora que
1eZ".
En efecto, primero observemos que a partir de la proposicion 1.7 se obtiene que
aa=(~a) (~a)

para cualquier entero a. En particular, esto nos dice que si a es un entero no nulo, entonces
independientemente de si a pertenece o no a Z*, se tiene que a - a € Z". En consecuencia,
como 1#0y1-1=1 (por P8), entonces 1 € Z*.
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1.1.4. Propiedades del orden

El orden de Z también lo podemos estudiar de manera abstracta aislando sus propiedades
fundamentales. La idea principal es que un entero a es menor que un entero b, si b — a es
positivo. Esto es la clave para definir de manera abstracta el orden: Basta conocer los enteros
positivos y la operacion de restar.

El objetivo de esta seccidon es mostrar que las propiedades fundamentales del orden se
deducen a partir de P1,..., P11. Un ejemplo tipico es el siguiente. Considere la siguiente
afirmacion:

Sia<byb<c, entonces a < c.

Para verificar que es cierta, notemos que las hipotesis nos dicen que 0 < b—ay 0 < ¢ —b.
Sumando miembro a miembro obtenemos que 0 < b —a + ¢ — b. En consecuencia, 0 < ¢ — a.
Es decir, a < c. En esta secciéon mostraremos que este tipo de razonamientos estan validados
por los principios P1,..., P11.

Definiciéon 1.11. Sean a,b enteros, diremos que a es estrictamente menor que b y escribire-
mos a < b, si se cumple que b —a € Z*. Escribiremos a < b sia=25b o a <b.

Observemos que, de la definicién de < y del hecho que 0 es neutro para la suma, se tiene

que a € Z" es equivalente a 0 < a.

1 113

En lugar de b < a también usaremos el simbolo a > b y lo leeremos “ a mayor que b” o
b menor que a”. De igual manera escribiremos a > b cuando a sea mayor o igual que b.

Proposicion 1.12. La relacion < definida en 1.11 es un orden total, es decir, satisface lo
siguiente:

(i) (Reflexividad) a < a.
(11) (Transitividad) Sia <b y b < ¢, entonces a < c.
(111) (Antisimetria) Sia < b y b < a, entonces a = b.

(iv) (Linealidad del Orden) Para todo a y b se cumple una, y sélo una, de las siguiente
alternativas: a < b, b<a da=0b.

Demostracion:
(i) es obvio a partir de la definicion de <.

(ii) Consideraremos tres casos. Caso 1: Supongamos que a = b. Entonces como b < ¢, se
concluye que a < c¢. Caso 2: Supongamos que b = c. Entonces como antes se concluye
que a < c¢. Caso 3: Supongamos que a < b, y b < ¢. Mostremos que a < c. En efecto,
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(1) b—aeZt Por hipétesis a < b
(2) c—belZr Por hipétesis b < ¢
3) (b—a)+(c—b)ezt De (1) y (2) y P10
(4) (b—a)+(c—b) = (c—b)+(b—a) Por P2
(5) (c=b)+(b—a) = ((c—b)+b)—a PorP1
(6) (c=b)+b = c+(=b+Db) Por P1
(7) (c=b)+b = ¢ De (6) por P3, P4 ¢ I3
(8) (c=b)+(b—a) = c—a De (5), (6) y (7) por C1 e I3
9) c—a€Z" De (3), (4) y (8) por I3
(10) a<c De (9) y la definicion de <

(iv) Sean a y b dos enteros, y consideremos el entero a — b. Por P9 una, y solo una, de las
siguientes alternativas se cumple: (1) a —b € Z", (2) a—b=006 (3) —(a —b) € Z*.
Analicemos las tres alternativas por separado:

(1) Sia—beZ", entonces b < a.
(2) Sia—b=0,entonces a = b (justifiquelo).

(3) Finalmente suponga que —(a — b) € Z*. Por la proposicion 1.5(ii) tenemos que
—(a—b)=—a—(=b)=—a+b=b—ay porlo tanto b —a € Z", es decir a < b.

(iii) Por reduccion al absurdo, si a # b, entonces de la hipotesis se tendria que a < by
b < a, pero esto contradice lo mostrado en (iv).

O

Observacion: En la demostracion de la parte (ii) de la proposicion anterior hemos usado
otro principio logico, que por ser muy obvio pasa desapercibido. En la linea (9) de esa
demostracion concluimos que c—a € Z". Para hacerlo, nos basamos en que (b—a)+(c—b) =
c—ay que (b—a)+(c—b) € Z*. El principio que estamos usando (y que seguiremos haciendo
sin mencionarlo) es el siguiente:

Sea C' un conjunto. Sia € C'y a = b, entonces b € C.
Ahora mostraremos que la suma y el orden de Z son compatibles.
Proposicion 1.13. Sean a, b, ¢ y d enteros.
(i) Sia <b, entonces a+c < b+ c.
(i) Sia<byc<d, entonces a+c<b+d.
(iii) Sia < b, entonces a+ ¢ < b+ ¢ para todo entero c.
(iv) Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.

Demostracion:
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(i) Sean a y b enteros tales que a < b. Tenemos que

(1) b—a€eZt Por hipotesis a < b

(2) —(a+c¢) = —a—c Por la proposicion 1.5.

(3) (b+¢c)—(a+c) = (b+c¢)+ (—a—c) De (2) por C1

(4) b+c)+(—a—c) = b—a Ver ejercicio 3e

(5) (b+c)—(a+c¢) = b—a De (3) y (4) por I3

6) (b+c¢)—(a+c)eZ* De (1) y (5)

(7) a+c<b+c De (6) por la definicion de <

(ii) Sean a, b, ¢ y d enteros tales que a < by ¢ < d. Tenemos que

(1) b—a€cZ" Por hipétesis a < b

2) d—ceZ" Por hipotesis ¢ < d

3) (b—a)+(d—c)eZ* De (1) y (2) por P10

4) (b—a)+(d—c)=(0b+d)—(a+c) Ver ejercicio 3f

5) (b+d)—(a+c)eZt De (3) y (4)

6) at+c<b+d De (5) por la definicion de <

NN N N N

(iii) y (iv) se dejan como ejercicio.

La siguiente proposicion trata de la compatibilidad de la multiplicaciéon con el orden.
Proposicion 1.14. Sea a, b, c enteros.
(i) Sia<byc>0, entoncesa-c<b-c. Ademds, sia <byc>0 entonces, a-c<b-c.
(i) Sic<0ya<b, entonces be < ac. Ademds, si a < b yc <0, entonces be < ac.

Demostracion: (i) Sean a, b y ¢ enteros tales que a < by 0 < c.

(1) b—acZ"® Por hipotesis a < b

(2) ceZ* Por hipotesis 0 < ¢

(3) (b—a)-ceZ* De (1) y (2) por P11

4) (b—a)-c=b-c—a-c Por P6

(5) b-c—a-ceZ* De (3) y (4)

(6) a-c<b-c De (5) por la definicion de <

Dejaremos a cargo del lector el completar lo que resta de la demostracion.

Los enteros tienen otra propiedad fundamental: el principio del minimo entero positivo.
Esta propiedad se expresa en un lenguaje diferente: el lenguaje de la teoria de conjuntos.
Recordemos que n es el minimo de un subconjunto A de Z, si n € A y ademéas n < m para
todo m € A.
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Principio de Buena ordenacién: Todo subconjunto no vacio de Z* tiene minimo.

Con el principio de buena ordenaciéon se completa la lista de las propiedades fundamen-
tales de los enteros. Este principio es muy importante, en el se basan las demostraciones por
induccion.

Proposicion 1.15. El minimo de Z" es 1.

Demostracion: Por el principio de buena ordenacion sabemos que Z* tiene minimo, el cual
denotaremos con la letra a. Ademas, ya que 1 € Z™, entonces a < 1. Daremos un argumento
indirecto por reduccion al absurdo. Supongamos que a # 1. Entonces a < 1. Como a > 0,
podemos multiplicar en ambos lados por a y obtener que a? < a (ver la proposicién 1.14).
Pero esto contradice que a es el menor elemento de Z™, pues a? € Z™. a

Ejercicios 1.1

En los siguientes ejercicios use solo las propiedades P1, P2, ..., P11 de las operaciones
de suma y multiplicaciéon y las propiedades 11,12, I3 y C1 y C2 de la igualdad.

1. Sea b un entero con la propiedad que existe un entero a tal que a +b = a. Muestre que
b = 0. Este ejercicio dice que el elemento neutro para la suma es tnico.
2. Dados enteros a, by c tales que a +b =0y a + ¢ = 0, muestre que b = c.

3. Demuestre las siguientes afirmaciones donde a, b, ¢ y d son enteros. Notacion: a = a-a.

a) a+b=—(—a—0>b).

b) a+b=a— (-D).

c) Sia—b=c, entonces a = b+ c.

d) Sia=b+c, entonces ¢c =a — b.

e) (a+b)+(c—b)=a+c

f) (b—a)+(d—c)=(b+d)— (a+c).
g) a+(b+1)=1+(b+a).

h) a+ b+ (c+d)=((d+c)+0b)+a.
a-b=(—a)-(=b).
(—a)?* = da’.

Suponga que a +b=c+dy a+ c= b+ d. Muestre que b = c.

~

)
7)
k)
.Seré cierto que también a = d?

[) Sic+c=1+1, entonces ¢ = 1. (Sugerencia: Use la ley distributiva para obtener
que c+c=(1+1)-¢).

m) a-(1+0b)+c=(c+ab)+a.
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4. Usando las definiciones de < y < dadas en esta seccion muestre lo siguiente:

o S

S

9]

S

o = ~~
SN— S— SN— SN— SN— SN— SN— SN— S— SN— S—

Si0<ayb<0,entonces a-b < 0.

Sia<byb<c, entonces a < c.

Si0<ayb<c, entonces ab < ac.

Si0<ayb<c, entonces ab < ac.

Siac < bey 0 < ¢, entonces a < b.

Sia<0yb<c, entonces ac < ab.

Sia<byc<d, entonces a+c<b-+d.

Si0<a<by0<c<d, entonces ac < bd.

Sia+b=d+cya<d, entonces ¢ < b.

Sia+b<d+cyc<b, entonces a < d.

Sia+b<d+cyc<b,entonces c+a < b+ d. (Sugerencia: Muestre primero que

a<d).

[) Sia>0ya-b>0,entonces b > 0.

5. Justifique, usando los principios vistos en esta seccion, que si 4o +5 —y =4y —x + 5,
entonces r = .

6. Considere la siguiente “demostracion” de: si a = b, entonces 2 = 1.

0

N —

=~

AN TN N N N N N
t w
— — N N S

a
2

a
a® — b?
(a+b)(a—Db)
a+b

2b

2

b

ab

ab — b?
b(a —b)
b

b

1

Justifique cuales de los pasos son correctos y determine donde esta el error.

7. Considere la siguiente demostracion:

1)

NN N N N N N~
O© 00 ~J O O i W N
N2 NN AN AN AN AN

(10

a+b
(a+0)—b
b—b
(a+b)—b
a+ (b—"0)
a+ (b—10)
a+(b—0b)
a+0
a+ (b—"0)

b

b—b

0

0
(a+b)—0b
0

a—+0

a

a

0

Por hipotesis.

De (1) por C1y P4
Por P4

De (2) y (3) por I3

Por P1

De (4) y (5) por I3

De (3) por C1

Por P3

De (7) y (8) por I3

De (6) y (9) por 12 y I3

. Puede decir cual es la proposicion que se demuestra?
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8. Demuestre que para todo entero k € Z, se cumple que no existe un entero m tal que
E<m<k+1.

1.2. Los niimeros racionales
Los ntimeros racionales son las expresiones de la forma ”* con n y m ntmeros enteros y

n # 0. El conjunto de los ntimeros racionales se denotaré con el simbolo Q. Algunos ejemplos
de niimeros racionales:

1739
4’5 57 =2
Recordemos que Z C Q, pues todo entero m se identiﬁca con la fraccion 2 Por ejemplo,

el 1 se identifica con la fraccion 1 1y el 0 con la fracc10n 7. Notemos que £ 2 y Z representan

al mismo nimero. Por esta razon diremos que dos fracmones oy § son equwalem‘es si se
cumple que

mq = np.

En este caso, esas dos fracciones representan al mismo ntmero racional.
La suma y la multiplicacion en QQ se definen de la siguiente manera:

mq+n
m . p _ mq+np
n q ng
m p _ mp
noq  ng
Si las propiedades P1, ..., P8 las entendemos como refiriéndose a nimeros racionales en
lugar de a niimeros enteros, entonces se tiene que Q satisface P1, ..., P8. Como ilustracion

verificaremos que P2 y P8 se cumplen en Q y dejaremos el resto como ejercicio (ver ejercicio
3).

= Para ver que P2 se cumple tenemos que verificar que la suma en Q es conmutativa.

Observemos que
m mq+n n + qgm
m_p_mgtnp prntqm _p
n q ngq qn q

m
n

= Para probar que P8 se cumple, basta mostrar que 1 es el elemento neutro de la mul-
tiplicacion. Observemos que

e
—

m-1 m
n-1 n

Mostraremos que las operaciones de suma y multiplicaciéon que hemos definido no depen-
den de las fracciones representantes en el sentido expresado en el siguiente resultado.

PI‘OpOSlClOIl 1.16. Sean n, m,p y q enteros, con n # 0 # q. Supongamos que n', m’, p' y

/ p p/
q' son otros enteros tales que las fracciones ™ y ™ son equivalentes y las fmcczone i
también son equivalentes. Entonces
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m m

— + b es equivalente a — + v
n q n/ ql
m p ) ml pl
— - = es equivalente a — - —.
n q n/ q/

Demostracion: Mostraremos la segunda afirmacion y dejaremos la primera como ejercicio.
De la definiciéon de la multiplicacion lo que tenemos que mostrar es que

1.7

mp ) m'p
—— es equivalente a .
nq n/q/

Es decir, debemos mostrar que
mpn'q = m'p'ng.
. -, . . / .
En efecto, veamos que esto es cierto. Por hipotesis, las fracciones ™ y 7 son equivalentes y

. / .., . .
las fracciones g y fll, también son equivalentes. Esto nos dice que

mn' =nm’ y pqd =p'q.
Multiplicando término a término estas igualdades obtenemos
mn'pqg = nm'pq.

Y de aqui, usando que la multiplicacién es conmutativa, obtenemos lo buscado.
O

La caracteristica mas importante que distingue a los racionales de los enteros es que en
Q existe inverso para la multiplicacién pero en Z no. Anadiremos una nueva propiedad a la
lista de las propiedades P1,....P8. la cual afirma que todo elemento distinto del cero tiene
inverso multiplicativo.

P12 Para todo a € Q con a # 0, existe b € Q tal que a - b = 1.

La propiedad P12 no es valida en Z (;jpor qué?). Recordemos que el inverso para la
multiplicacion en QQ viene dado por la siguiente expresion: Sean n, m enteros no nulos

() =7
m on
Para verificar que Q satisface P12 observemos que si m,n € Z son ambos distintos de cero,

entonces
m n 1
— 0 — =-=1.
nom 1

Por el simple hecho que en QQ se satisfacen P1,..., P8 tenemos que
las proposiciones que mostramos ser validas para Z también lo son para Q.
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Por ejemplo, la siguiente proposicion se demuestra igual a como lo hicimos para los enteros
(ver las proposiciones 1.1, 1.4, 1.8 y el ejercicio 1 de §1.1).

Proposicion 1.17. (i) En Q los elementos neutro para la suma y la multiplicacion son
unicos. De manera similar el elemento inverso para la suma en Q es unico.

(ii) Sean a,b,c € Q. Sia+b=a+ c, entonces b= c (Ley de cancelacion para la suma).
O

Proposicion 1.18. En Q el elemento inverso para la multiplicacion es inico.

Demostracion: Sea a un racional con a # 0. Como es usual, para demostrar la unicidad del
inverso supondremos que b y ¢ son racionales que satisfacen

a-b=1ya-c=1 (1.1)

y mostraremos que b = ¢. Multiplicando por ¢ ambos lados de la primera igualdad en (1.1),

obtenemos que
(@a-b)-c=1-c

De lo anterior se obtiene que
(a-b)-c=c.

Por las leyes asociativa y conmutativa para la multiplicacién obtenemos que
b-(a-c)=c.
Como a - ¢ =1, entonces b - (a-c) = b- 1. Por lo tanto, b- (a-¢) =b. Como b- (a-c) = c,

entonces ¢ = b. O

La notaciéon usual para el inverso multiplicativo de un racional a es
a t.

Hay un argumento alternativo para mostrar la unicidad del inverso. En efecto, suponga
que a-b = a-c = 1. Entonces necesariamente a # 0 y por la ley de cancelacion se obtiene
que b = c. Este argumento es vélido una vez que hayamos verificado la ley de cancelaciéon
para los racionales. Lo que se hara cuando se introduzca el orden en lo racionales.

Ejercicios 1.2

1. Realize las operaciones indicadas

x
+
o

[SA1] )
+
@i~
S—
|
ool

o
|
ot

S
~— — —
|
[$11[9M)

QL
|eo

[y
—_
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2. Complete la demostracion de la proposiciéon 1.16.

3. Muestre que la suma y la multiplicaciéon en Q satisfacen las propiedades P1, P2,...,

P8, P12.
4. Muestre, a partir de P1,..., P8, P12, las siguientes afirmaciones, donde a y b denotan
racionales:
a) (ab)'=a"t071.

1.3. La ecuacién ax +b=rc

El problema de resolver ecuaciones ha sido fundamental en el desarrollo de las matemati-
cas. En esta pequena seccion comentaremos la importante relacion existente entre los racionales
y el problema de resolver ecuaciones lineales.

Considere la siguiente ecuacion:

3xr = 5.

Esta ecuacion no tiene soluciéon en Z, pues no existe un entero que al sustituir la x por él
satisfaga la ecuacion anterior. Sin embargo, esta ecuacion si tiene soluciéon en el conjunto de
los ntimeros racionales. Precisamente, % es una solucion.

En general, tenemos que la ecuaciéon de la forma

ar +b=c

donde a, b, ¢ son racionales (llamados los coeficientes de la ecuacion) y a # 0, tiene solucion
en Q. En efecto, despejando = obtenemos que

r=(c—b)-a’

es la solucién. En general este nimero no es entero y por lo tanto esa ecuaciéon no tiene, en
general, solucién en Z pero si la tiene en Q.

En conclusion podemos decir que, en lo que se refiere a resolver ecuaciones lineales, el
conjunto de los nimeros racionales es un sistema numérico que extiende al de los enteros y
en el cual es posible resolver todas las ecuaciones lineales con coeficiente racionales.

Ejercicios 1.3
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1. Un gavilan le grita a un grupo de palomas posadas en un arbol: Adiés mis cien palomas.
Una de las palomas le contesta: Nosotras, mas la mitad de nosotras, mas la tercera
parte de nosotras mas usted senor gavilan somos cien. ;Cuéntas palomas habia en el
arbol? Plantee una ecuacién cuya solucion de la respuesta a la pregunta anterior.

2. Halle la soluciéon de cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 3t +5=7
b) 2c —8=9
c) b—4xr =12
d) jo—6=2
e) B +3=—22+45
f) 5y —6=—Ty+9

1.4. El orden en QQ

De la misma manera que lo hicimos en 7Z, podemos definir el orden de @Q usando el
conjunto de los racionales positivos (que denotaremos con el simbolo Q%). Los racionales
positivos son las fracciones de la forma ™ con n,m € Z*. Sin embargo, como una fraccién
donde el denominador y el numerador son ambos negativos es positiva, también debemos
incluir esas fracciones entre los racionales positivos. En resumen, Q" se define como

Q*z{mz n,m€Z+o—n,—m€Z+}.

n

Para definir el orden de QQ primero mostraremos que Q7 tiene las propiedades deseadas,
es decir, satisface P9, P10 y P11.

Proposicion 1.19. Sea Q7 el conjunto de los racionales positivos. Se tiene que
(i) Sia,beQF, entonces a+b,a-beQF.

(i1) Para todo racional a se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:

aeQt,a=0, —acQ.
(iii) 1 € Q.
m p

P +
Demostracion: Supongamos que =, ¢ € Q™. Tenemos que

m.,p _ mgtnp
noq nq
m p _ omp
n g  ng
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Para mostrar la parte (i) debemos mostrar que
(mq + np) -ng >0 y mp - nqg > 0.
En efecto, observemos que

(mq + np) - ng = mng® + n’pq y mp - ng = (mn)(pq).

Como %,g € QT, entonces sabemos que mn > 0y pg > 0. Por otra parte, n y ¢ no son

iguales a cero. En consecuencia mng? + n?pq es la suma de enteros positivos y por lo tanto
es positivo. Por tltimo, tenemos que (mn)(pq) es el producto de enteros positivos y por lo
tanto es positivo.

Para ver (i), sea ™ una fraccion cualquiera con n # 0. Hay tres casos posibles.

(1) Supongamos que m,n >0 6 n,m < 0. En este caso se cumple que 2 estd en Q.
(2) Supongamos que m = 0. Entonces ™ es igual a 0.

(3) Supongamos que n - m < 0. Entonces —™ esta en Q7.

Finalmente, como 1 = % y 1> 0, de la definicion de Q* que obtiene que (iii) se cumple.
O

En particular, también tenemos una proposiciéon analoga a 1.9 y a la ley de cancelacion
1.10

Proposicion 1.20. (i) Sean a,b € Q. Sia-b =0, entoncesa=0 o b=0.

(ii) Sean a, b y ¢ racionales con ¢ #0. Sia-c=1b-c, entonces a = b.

Ahora podemos definir el orden en @Q como lo hicimos en los enteros.

Definiciéon 1.21. Sean a,b € Q, definimos
a<b, sib—acQ".
FEscribiremos a <bsia=b oa<b.

La siguiente proposicion dice que la relacion < sobre Q que acabamos de definir satisface
las propiedades que uno espera de un orden. La demostracion es similar a la hecha en Z (ver
la proposicion 1.12) y la dejaremos a cargo del lector.

Proposicion 1.22. La relacion < definida en Q es un orden total es decir satisface lo
siquiente:

(i) a < a (Reflexividad).

(i) Sia<byb<c, entonces a < ¢ (Transitividad).
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(111) Sia <byb<a, entonces a = b (Antisimetria).
(iv) Para todo a y b se tiene que a < b o que b < a (Linealidad).
O

La siguiente proposiciéon se puede demostrar de manera analoga a como lo hiciéramos en
el caso de los enteros (ver las proposiciones 1.13 y 1.14).

Proposicion 1.23. Sean a, b, ¢, d racionales.

(i) Sia <b, entonces para todo ¢, a +c < b+ c.
(i) Sia <byc<d, entonces a+c<b+d.
(i1i) Sia < b, entonces para todo ¢, a +c < b+ c.
(iv) Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
(v) Sia<byc>0, entoncesa-c<b-c. Ademds, sia <byc>0, entonces, a-c<b-c.
O
Veamos un ejemplo de como se trabaja con la definicién del orden en Q.
Proposicién 1.24. Sea a un nimero racional. Se tiene que a > 0 si, y solo si, a=* > 0.
Demostracion: Debemos mostrar dos implicaciones.

(i) Supongamos que a > 0 y mostremos que a~* > 0. El argumento es indirecto. Supon-
dremos que a=! # 0 y llegaremos a una contradiccion.

(1) a ' #£0 Por hipotesis.

(2) a”t <0 De (1) y la linealidad de <.

(3) al#£0 Yaquea-at=1+#0

(4) at<0 De (2), (3) y la definicion de <

(5) —a >0 Por P9

(6) a>0 Por hipotesis

(7) a-(—at)>0 De (5) y (6) por P11

8) a-(—a')=-1 Por P12

(9) -1>0 De (7) y (8) y esto contradice P9 pues 1 > 0

(i) Supongamos que a~! > 0, entonces por lo mostrado en la parte (i) tenemos que

(@)™ > 0. Pero (a™')™' = a (ver el ejercicio 4b de §1.2) y con esto termina la
demostracion.

Ejercicios 1.4
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1. Haga una lista en orden creciente de los siguientes racionales: 5, 2, =, 2, ==, 15, 59

2. En cada uno de los ejercicios siguientes determine para cuales valores de n se cumple
la desigualdad indicada, donde n es un entero positivo:

a)
b)
c)

3. Sean n y m enteros positivos. Determine si la siguiente afirmacion es verdadera, justi-
fique su respuesta:

n 2n
<
n+1"" 2n+1
n+3< n
2n+1 " n+1
n+3< 2n '
2n+1 "~ 2n+1

)

n-+m n-m
<

n-m ~ n+m

4. Usando las propiedades P1,..., P12 y la definicién del orden en Q pruebe que:

a) 0 <a<1siysolosia!>1.
b) a>1si,ysolosi,0<a!<l.
c) 0<a<bsiysolosi, 0 <b ™t <al
d) a<b<0si,ysolosi, b=t <a!<0.

5. Sean a, b, c y d racionales tales que a < b < ¢ < d.

a) Muestre que ¢ — b < d — a.

b) (Sera cierto que ¢ —b < d — ¢?

1 1 1
c) Muestrequed_a<d_b<d_c

1 1 1
d) Muest < <
) uestre que —— < —— < ——
1 - 1 - 1 ”
b—a b—c b—d

6. Sean a,b € Q con a > 0y b > 0. Muestre que a < b si, y solo si, a® < b%.
7. Sean a,b € Q.

e) {Sera cierto que

a) Muestre que a? + ab + b*> > 0. (Sugerencia: Muestre que a® + ab + b* > @)
b) Muestre que a < b si, y solo si, a® < b3.

8. Muestre que si a > 2, entonces a? — 4 > 0.
9. Muestre que si a > 2, entonces a? — 2a > 0.
10. Muestre que si a > 1y b > 1, entonces ab > 1.

11. Dé una prueba de las proposiciones 1.22 y 1.23 (Sugerencia: Vea lo hecho en las proposi-
ciones 1.12 y 1.13).
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1.5. Subconjuntos densos de QQ

La representacion geométrica de los racionales es la siguiente. Fijemos una recta [ y un
punto o en ella. Llevemos infinitas veces un segmento unitario hacia la derecha de ese punto

Dividiendo cada segmento en n partes iguales obtendremos los niimeros racionales de la
forma “* con m € Z. Si hacemos ésto para cada natural n obtendremos una representacion
geométrica de todos los racionales.

Aunque hemos usado la misma idea para definir el orden de Q que la usada en Z, el orden
de Q es muy diferente al orden de Z. De la representacion se desprende que los racionales
estan distribuidos sobre la recta de una manera diferente a como estan los enteros. En efecto,
observemos que cualquier intervalo (7, s) contiene racionales. Por esto se dice que el orden
de los racionales es denso 2. La formulacioén precisa de esta propiedad del orden de Q es el
contenido del siguiente resultado.

Teorema 1.25. Dados s,7 € Q conr < s, existet € Q tal que r <t < s.

Demostracion: Considere el siguiente racional

S+r
2

que corresponde al punto medio de r y s. Mostraremos que r < t < s. En efecto,

S+r s—r
—r = .
2 2

t—r=

Como r < s, entonces por definiciéon del orden, se tiene que s — r es positivo. Ahora bien

S—7r

5 =(s—r)-27L

Como 27! es positivo (;por qué?) entonces 5* también es positivo (por P11) y por lo tanto
r < t. Notemos que s —t =t — r y por consiguiente s —t > 0, es decir, t < s.
O

2Compare el significado que le estamos dando a la palabra denso con el que tiene en frases como “la
densidad de poblacién”; “la densidad es igual a la masa sobre el volumen”.
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Observe que el orden de los enteros no tiene la propiedad expresada en el teorema anterior;
por ejemplo, no existe ningtin entero entre el 1 y el 2, como tampoco entre el 5 y el 6, etc.

Como veremos en esta seccién, existen subconjuntos de @Q que tienen una propiedad
similar a la que mostramos en el teorema 1.25, es decir, tienen la propiedad que entre cada
dos racionales existe un elemento del subconjunto. Estos subconjuntos se llamaréan densos.

Definicion 1.26. Sea D C Q, diremos que D es denso en Q si para todo s,r € Q con
r<s, existet € D tal quer <t < s.

Ejemplos 1.27. 1. El conjunto Z no es denso en Q. En efecto, basta notar que, por
ejemplo, 3 < 4 y no existe un elemento ¢ de Z tal que 3 <t < 4.

2. Consideremos ahora el conjunto A = Q\ {3}. Mostraremos que A es denso en Q. Sean
r < s dos racionales cualesquiera. Sea t = ”TJFS Sit € A, entonces no tenemos nada
mas que mostrar, pues r < t < s. En caso que t € A, se tiene que t = 3. Podemos
tomar u = d—JQFS El lector debera convencerse que r < u < sy u € A.

3. Analicemos ahora el siguiente conjunto

1
{ :nEN},
n+1

que denotaremos con la letra B. Le sugerimos al lector que represente algunos de los
elementos de B sobre un recta. Observara que quedan mucho “huecos” donde no hay
elementos de B. Por ejemplo, ningin elemento de B esté estrictamente entre 1/2 y
1. En efecto, si 1/2 < n%rl < 1,entoncesn+1<2yalavezn-+1> 1. Lo cual es
imposible. En conclusiéon B no es denso.

O

Sea A un subconjunto de Q

Para mostrar que A no es denso debemos encontrar dos racionales r < s
tal que ningin elemento de A esté entre r y s.

Para mostrar que A es denso debemos garantizar que para cualquier
par de racionales r < s, existe un elemento de A entre ellos.

Mostraremos a continuaciéon que entre dos racionales cualesquiera existen tanto racionales
como un desee, de hecho, existe entre ellos una cantidad infinita de racionales.

Proposicion 1.28. Para todo r,s € Q con r < s y todo natural n > 1 existen racionales
ty,ta, -+ ,t, tales que
r<ti<ty<---<t,<s



24 CAPITULO 1. LOS NUMEROS RACIONALES

Demostracion: Fijemos r < s racionales cualesquiera. La demostracion la haremos por in-
duccion.

Base de la induccion: Para n = 1 el resultado es cierto pues es lo que probamos en el
teorema 1.25.

Paso inductivo: Supongamos que es valido para n = k y lo mostraremos paran = k+1.
La hipotesis inductiva nos asegura que existen racionales t1, %o, - - - , tx tales que

r<ti <ty <---<tp<s

Por el teorema 1.25, aplicado a t; y s, sabemos que existe otro racional u tal que
tr < u < s. Tomemos entonces ty, 1 = u.

O

Los subconjuntos densos de Q se parecen mucho a Q. Dejaremos como ejercicio al lector

mostrar que la proposicion anterior también es valida para los subconjuntos densos de Q
(vea el ejercicio 15).

Ejemplo 1.29. Sea D = Q\ {1, 2, 3}. Mostraremos que D es denso. Sean r y s dos racionales
cualesquiera con r < s. Por la proposicion 1.28, con r, s y n = 4, sabemos que existen 4
racionales t1, 1o, t3 v t4 tales que

<t <ty <ty <ty <s.

Como el conjunto {1, 2, 3} tiene 3 elementos, entonces al menos uno de los racionales t, to, t3, t4
pertenece a D. Con esto hemos mostrado que existe t € D tal que r <t < s.
O

Ejemplo 1.30. Sea D = Q \ N. Mostraremos que D es denso. Sean r y s dos racionales
cualesquiera con r < s. Entre r y s hay, a lo sumo, una cantidad finita de naturales. Més
formalmente, consideremos el conjunto

F={neN:r<n<s}

Dejamos al lector convencerse que F' es finito (esto incluye la alternativa que F' sea vacio).
Digamos que F' tiene k elementos. Por la proposicion 1.28, con r, s y n = k + 1, sabemos
que existen k + 1 racionales tq, -+ ,txyq tales que

7’<t1<t2<"'<tk+1<5.
Como el conjunto F' tiene k elementos, entonces al menos uno de los racionales tq, -+, tx41

pertenece a D. Con esto hemos mostrado que existe t € D tal que r < t < s.
O
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1.5.1. El juego V 4

Escribamos la definicion de conjunto denso en la notacion de la logica simbolica. Sea
A C Q, entonces A es denso si la siguiente proposicion es verdadera:

VseQVreQlr<s — JdeA(r<t<s). (1.2)

Una caracteristica de la expresion anterior es que tiene los dos cuantificadores, V y 3, y
ademés aparecen es ese orden, primero aparece dos veces el cuantificador V y después 3. La
verificcion de la validéz de una proposicion de este tipo se puede entender en términos de
un juego entre dos jugadores. El primer jugador (que llamaremos V) juega de primero y se
encarga de darle valores a las variables que estan cuantificadas universalmente. El segundo
jugador (que llamaremos 3) juega después de V y le corresponde dar valores a las variables que
estan existencialmente cuantificadas. Para el problema particular que nos ocupa, determinar
la validéz de (1.2), el jugador V le da valores a r y s y el jugador 3 le asigna valores a t.

Una partida de este juego se puede representar con una tabla. Un ejemplo concreto es el
siguiente. El jugador V asigna r =3 y s =5 y el jugador 3 responde con ¢t = 7/2.

W 3

T s| t
3 5

o

Diremos que el jugador d gana esta partida si la respuesta t que él juega pertenece al
conjunto A. En caso contrario, diremos que V gana la partida. El juego consiste en la lista
de todas las partidas posibles.

Por ejemplo, considere

\4
T S t
3 5!
7/2
4 9/2
17/4
—7/9 —13/18
—26/36

El conjunto D es denso si no importa como juegue el jugador V es posible para el jugador
3 jugar de tal manera que gane todas las partidas.



26 CAPITULO 1. LOS NUMEROS RACIONALES

1.5.2. Un ejemplo de subconjunto denso de QQ

El objetivo principal de esta seccién es mostrar que el siguiente subconjunto de Q es
denso
{%: mGZ,nGN}.
..Cuales racionales pertenecen a este conjunto? Precisamente aquellos que tienen expansion
decimal finita (no periodica).
Para lograr nuestro objetivo necesitamos mostrar primero un resultado auxiliar que es
interesante en si mismo.

Proposicion 1.31. (i) Sean r y s dos racionales con r > 0, existe un natural n tal que
s < nr.

(ii) Para todo racional r > 0, existe n € N tal que 0 < 1/n <r.

(i1i) Para todo racional r > 0, existe n € N tal que 0 < # <r.

Demostracion:

(i) Si s <0, entonces basta tomar n = 1. Suponga entonces que s > 0. Como s -7~ > 0,
entonces existen enteros positivos p y ¢ tales que s-r~! = p/q. Como 1 < ¢ entonces
p/q < p. En consecuencia, s -r~! < py, despejando s, obtenemos que s < pr.

(ii) Fijemos un racional r > 0. Tome s = 1 y use la parte (i) para concluir que existe n € N
tal que 1 < nr. Por lo tanto, 0 < 1/n < r.

(iii) Usaremos que n < 10™ para todo n > 1 (esto se demuestra por induccion y lo dejaremos
a cargo del lector). En particular esto dice que
1

<
10 —

S|+

Ahora bien, dado r > 0 racional, por lo probado en la parte (ii), sabemos que existe
un natural n tal que 1/n < r. Como n < 10" tenemos que

1
— <

107 <.

S|

Ya tenemos lo que nos hace falta para mostrar lo indicado al comienzo de esta seccion.

Proposicion 1.32. Dados s, € Q conr <s, eviste m € Z yp € N tales que r < {37 < s.
En consecuencia, el siguiente conjunto es denso en Q:

{%n: mGZ,nGN}.
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Demostracion: Primero supondremos que r > 0. Por la parte (iii) de la proposicion 1.31
sabemos que existe un natural p tal que
! < (1.3)
— <Ss—T. .
10
Por la parte (i) de la proposicion 1.31, existe un n tal que r10? < n. Esto muestra que el
siguiente conjunto no es vacio

n
B={neN:r<—}
{ 10»
El principio de buena ordenacién nos garantiza que B tiene un primer elemento el cual
denotaremos con la letra m.
Afirmamos que

m
r<< 1_0p < 8. (14)

La primera desigualdad es obvia por el hecho que m pertenece a B. La segunda desigualdad
la mostraremos por reduccion al absurdo. Supongamos que s < 1. Por ser m el primer
elemento de B tenemos que m — 1 € B. Pero observe que m —1 > 0 pues r > 0, por lo tanto

la razoén para que m — 1 no pertenezca a B es que ”110;1 < r. De lo anterior se deduce que

m—1 m
<r<s< —.
10p 10p

De esta desigualdad se concluye que

<m m—l_ 1
TS0 T 100 100

Lo que contradice que p satisface (1.3). Con esto hemos mostrado (1.4.
Nos queda por analizar el caso r < 0, pero como el lector probablemente sospecha, lo
dejaremos como ejercicio (ver ejercicio 13). O

Ejercicios 1.5

1. En cada uno de los ejercicios siguientes halle dos racionales estrictamente entre los

racionales indicados:

2 7 15 34 4 6 6 7
(a) §y§7 (b) 7y§7 (C) - Y -0 (d) <Y 77

. a c a a+c
2. Sean a, b, ¢, d enteros con b > 0y d > 0. Muestre que si 7 < rk entonces 7 < b d

. Qué tiene que ver este resultado con el teorema 1.257

< °
7

3. Determine cuéles de los siguientes subconjuntos de Q son densos en Q. Justifique su
respuesta.

a) Q\{7,8,10,25}
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10.

11.

12.
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b) {reQ: r<6}u{reQ: 10<r}

c) {1,2,3,4,7,8,10,11,12}

d) N

e) {3 : neN}

f) {£5: neN}

9) {m+t=: m,neZyn>0}

h) {m=+ 5 : meZneN}

) Q\Z
Lea de nuevo la demostracion del teorema 1.25 y determine si se puede usar i en
lugar de st L

2

Determine si la condicion (*) es necesaria para que un subconjunto D C @Q sea denso:
(*) Para todo r, s € Q se tiene que rts €D.

Es decir, determine si es verdadero que dado un conjunto D denso en QQ, entonces se
cumple (*).

Sean r, s dos racionales con r < 0. Muestre que existe un natural n tal que nr < s.

a) Sea r un racional positivo. Muestre que existe n € N tal que 0 < 25/n < r.

b) Determine si el siguiente enunciado es verdadero:

2
VTEQ+VHEN(O<—5<T‘).

n+1

c¢) Sea a un entero positivo y 7 un racional positivo. Muestre existe n € N tal que
0<2<r.

n

d) Enuncie un resultado méas general que el de la parte (b).

Muestre que para todo racional r > ( existe un natural n tal que r > 5.

Sea a un entero con a > 2. Muestre por inducciéon que m < a™ para todo m € N.
Sear € Q y n € N conn > 0. Muestre que existe un tnico entero m tal que 7 < r <

m+1
peant

En los siguientes ejercicios damos dos racionales r» y s con r < s y le pedimos hallar
un natural n que satisfaga la conclusion del teorema 1.31, es decir, tal que s < nr.

(@) 3<§ (M) 3<F (0 m<F ()F<T.

Para cada uno de los pares de racionales del ejercicio 11 halle un racional de la forma

107 como en la conclusion de la proposicion 1.32.
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13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Complete la demostracion de 1.32. Ya mostramos que la conclusion de 1.32 se cumple
para r > 0. Muéstrela para r < 0. (Sugerencia: El caso r = 0 ya fué analizado en la
parte (iii) de la proposicion 1.31. Quedan otros casos a considerar: (a) r < 0 < s. Este
caso es facil de tratar usando la proposicion 1.31. (b) Suponga r < s < 0y observe que
0 < —s < —r. Ahora use el hecho que para racionales positivos ya lo probamos).

Sean D C F C Q. Muestre que si D es denso en QQ, entonces F también es denso en

Q.

Sea D C Q denso. Para todo r,s € Q con r < s y todo natural n > 1 muestre que
existen racionales t1,%9,--- ,%, en D tales que

r<ti <ty <---<t,<s.

Sugerencia: Modifique la demostracion de la proposicion 1.28.

Sea D un conjunto denso en Q. Muestre que D \ {a} es denso en Q para todo a € D.
Muestre que si F' C D es finito, entonces D \ F' es denso en Q.

Sea a un entero con a > 2 y defina D, de la manera siguiente
m
Da:{—:mEZ y nZO}.
an

a) Muestre que D, es denso en Q (Sugerencia: Siga los pasos de la demostracion de
la proposicion 1.32 y cuando haga falta use el ejercicio 9).

b) Muestre que si alb, entonces D, C D,

¢) Muestre que med(a,b) =1 si, y sélo si, D, N D, = Z.
En este ejercicio mostraremos que existen dos subconjuntos de QQ disjuntos y ambos
densos.

a) Muestre que si D C Q es denso en Q, entonces D — Z también es denso en Q.

b) Use (a) y el ejercicio 17 para mostrar que existen D, E C Q densos en Q con

DNE=1.

Un subconjunto D C Q se dice que es denso en si mismo si satisface la siguiente
propiedad: Para todo a,b € D con a < b existe ¢ € D tal que a < ¢ < b.
a) Muestre que todo subconjunto de Q que sea denso en Q es denso-en-si-mismo.

b) Sea D={reQ:1<r<2 6 3<r<4}. Muestre que D es denso-en-si-mismo
pero no es denso en Q.

¢) De otro ejemplo de un subconjunto de Q que sea denso-en-si-mismo pero que no
sea denso en Q.
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Capitulo 2

Los Nimeros Reales

El conjunto de los ntimeros reales se denota con la letra R. En este capitulo estudiaremos
algunas de sus propiedades. Primero que todo recordemos que los naturales, los enteros y los
racionales son todos nimeros reales, es decir,

NCcZcQcCR.

Los nimeros reales se identifican con los puntos de una recta y es frecuente referirse a R
como la linea real. Esta interpretacion geométrica de R permite asociar a cada segmento de
la recta real un namero real (su longitud) y viceversa, cada nimero real positivo se puede
identificar con la longitud de un segmento.

La propiedad que distingue a los niimeros reales de los racionales se conoce como el
Axioma de Completitud. Esta propiedad es crucial para la identificacién de R con una recta.
Por ejemplo, si r es la longitud de la hipotenusa de un triangulo rectdngulo de lado 1,
entonces el teorema de Pitagoras nos asegura que 72 = 2. Sin embargo, como lo mostraremos
mas adelante es este capitulo, 7 no es un ntmero racional. En particular, esto dice que las
propiedades P1,..., P12, que satisfacen los niimeros racionales, no son suficientes para
garantizar que la ecuacion 72> — 2 = 0 tenga solucion. Agregando el axioma de completitud
como una propiedad adicional podemos mostrar que esa ecuacion tiene solucién, precisamente
V2. Este capitulo esta dedicado al estudio del axioma de completitud.

Pensar los niimeros reales como puntos de una recta es conveniente para algunas cosas,
pero no lo es tanto cuando se trata del cédlculo avanzado o del anéalisis mateméatico, pues
para el desarrollo de esta ramas de la matematicas es fundamental el enfoque mas abs-
tracto basado en las propiedades P1,..., P12 y en el axioma del completitud. Entonces,
., Qué es un nimero real? Esta pregunta ha recibido varias respuestas equivalentes. En §5.11
presentaremos una construcciéon de R basada en el concepto de cortadura de Dedekind.

2.1. Las propiedades basicas de R

Comenzaremos enunciando las propiedades P1,..., P12 ahora para los niimeros reales.
Denotaremos con el simbolo R* al conjunto de los nimeros reales positivos.

P1 a+ (b+c¢) = (a+b)+ cpara todo a,b,c € R (Ley asociativa para la suma).

31
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P2 a+b="b+ a para todo a,b € R (Ley conmutativa para la suma).
P3 Existe un elemento de R denotado por 0 tal que a+0 = a para todo a en R (Ezistencia
de elemento neutro para la suma).
P4 Para cada a € R existe b € R tal que a + b = 0 (Existencia de elemento inverso con
respecto a la suma).
P5 a-(b-c)=(a-b)-cparatodo a,b,c en R (Ley asociativa para la multiplicacion).
P6 a-(b+¢) =a-b+a-c para todo a,b,c en R (Ley distributiva para la suma y la
multiplicacion).
P7 a-b=1b-a paratodo a,b en R (Ley conmutativa para la multiplicacion).
P8 Existe un elemento de R, que denotamos con 1, tal que 1 # 0 y a - 1 = a para todo
a € R (Ezistencia de elemento neutro para la multiplicacion).
P9 (Ley de Tricotomia) Para todo nimero real a se cumple una y solo una de las siguientes
afirmaciones:
1. a=0.
2. a € RT.
3. —a e Rt
P10 Sia,b € R", entonces a +b € RT.
P11 Sia,b e R*, entonces a-b € RT,
P12 Dadoa € R con a # 0, existe un b € R tal que a-b = 1 (Ezistencia de elemento inverso
con respecto a la multiplicacion).
Sabemos ademés que a partir de P1,..., P12 se demuestra que los elementos inversos

para la suma y la multiplicacion dados por P4 y P8 son tnicos y se denotan por —a y

1

a” " respectivamente. En el siguiente teorema se enuncian las consecuencias mas usadas de

P1,.

.., P12.

Teorema 2.1. (Leyes de cancelacion) Sean x,y, z,w € R. Se cumple que
(i) Si x4+ z =y + z, entonces x = y.
(11) Si xw = yw y w # 0, entonces x = y. O

Teorema 2.2. Sean x,y,z,w € R con z # 0 # w. Tenemos que
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El orden de R se define de manera analoga a como lo hiciéramos en Q.

Definicion 2.3. Sean a,b € R. Escribiremos a < b cuando ocurra que b —a € R*. Ademds
convenimos es escribir

(i) a>b, sib<a

(it) a < b, sia=boa<b.

(11i) a > b, si b < a.

Las propiedades mas usadas de la relacion de orden las enunciamos en el teorema siguiente

Teorema 2.4. Para todo xz,y,z,w € R tenemos

1.

2.

2.2.

(Transitividad) Stz <y ey < z, entonces v < z

(Linealidad del orden) Se cumple una, y sélo una, de las siguientes afirmaciones:
(i) =y, (i) x <y, (iii) y < x.

Stx <y, entonces x+z <y+ z.

Siz>0yx <y, entonces vz < yz.

Stz <0 yzx <y, entonces rz > yz.

2z >0 si, y sdlo si 1/z > 0.

O<z<ysiysolosi0<l/y<l/x.

Six<yyw<z, entonces xt +w < y+ z.

La ecuacién 22 —2 =10

La division (operacion inversa de la multiplicaion) es siempre posible en Q y es por esto
que la ecuacion ax + b = ¢ tiene solucion en Q (cuando a, b y ¢ son racionales). Sin embargo,
no ocurre lo mismo con la potenciacion, pues, como veremos enseguida, no existe un racional
r tal que r? = 2, o para decirlo de manera equivalente, la ecuaciéon z?> — 2 = 0 no tiene
solucion en Q.
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Antes de mostrar que no existe un racional cuyo cuadrado sea 2 necesitamos recordar un
hecho importante acerca de las fracciones. Ya dijimos que un ntimero racional esté represen-
tado por una infinidad de fracciones. Sin embargo, entre todas las fracciones que representan
a un racional dado, hay una que se distingue de las demés por estar en forma irreducible.
Una fraccion ™ se dice irreducible si med(m,n) = 1y n > 0, es decir, si n y m son coprimos.
Recuerde que med(n, m) denota el maximo comun divisor de n y m. La siguiente proposicion
muestra lo que acabamos de decir.

Proposicion 2.5. Dada una fraccion ™, existe otra fraccion I—; irreducible tal que 7t = g.

Demostracion: Sea m, n dos enteros con n # 0. Denotaremos med(n, m) por d. Sea p = m/d
y ¢ = n/d. Entonces mecd(p,q) = 1 y ademaés g =0

O

La proposicion anterior nos dice que siempre podemos suponer, si hiciera falta, que un

numero racional esta representado por una fraccion irreducible.
Proposicién 2.6. No existe un racional v tal que r? = 2.

Demostracion: Daremos un argumento indirecto, por reduccion al absurdo. Supongamos que
tal racional existe, sea entonces ™ una fraccion tal que

() =2

Por la proposiciéon 2.5 podemos suponer que ™ es irreducible (;por qué?), es decir que

med(m,n) = 1. Tenemos entonces que

y por lo tanto m? = 2n%. Luego m? es par. Afirmamos que, en consecuencia, m también es
par. En efecto, si m no fuera par, entonces serfa impar, es decir, m = 2/ +1 para algin entero

[. Por lo tanto,
m? =20+ 1) =4P + 4l +1=22* +2]) + 1

y de esto se obtiene que m? es impar. Lo cual contradice lo que obtuvimos antes. Por esto
m es par.

Como m es par, existe un entero k tal que m = 2k. Luego m? = 4k? y por lo tanto
2n% = 4k%. De esto se obtiene que n? es par y, como antes, esto implica que n también es
par. Por lo tanto m y n son pares, en consecuencia med(n, m) # 1, lo que contradice nuestra
suposicién de que “* era una fraccion irreducible.

O

Si el lector esta interesado en una demostracion alternativa del teorema anterior, lo
invitamos a resolver el ejercicio 5.

Ejercicios 2.2
1. Determine la fracciéon irreducible equivalente a la fraccion dada:

() &, () £, (0) 12, (d) -2, () ~&

273 20° 68’ T 28> 35
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2

2. Sea m un entero. Muestre que si m* es impar, entonces m es impar.

3. Sean p y q enteros. Muestre que si med(p,q) = 1, entonces med(p™, ¢") = 1 para todo
natural n.

4. En cada uno de los siguiente ejercicios determine si existe un racional r que satisfaga
lo indicado:

(i) r® =4, (ii) r* = 12, (iii) r* = 80, (iv) r® = 64,
5. Daremos las indicaciones de una demostracion alternativa de que no existe un racional
r tal que 72 = 2. Esta demostracion fué¢ tomada de [3]. El argumento es por reduccion

al absurdo. Suponga que si existe un racional r tal que r? = 2. Considere el siguiente
conjunto de ntimeros naturales:

S={neN\{0}: n-reN}

a) Muestre que S no es vacio.

b) Por el principio de buena ordenanciéon de N, S tiene un primer elemento que
denotaremos por a. Concluya que a- (r—1) es un natural positivo y pertenece a S.
Muestre que 1 < r < 2 y obtenga una contradicciéon mostrando que a- (r—1) < a.

2.3. El axioma de completitud
La siguiente definicion es crucial para enunciar el axioma de completitud.

Definiciéon 2.7. Un conjunto A de nimeros reales se dice que es acotado superiormente
si existe un numero real ¢ tal que x < ¢ para todo x € A. Un niumero ¢ con esta propiedad
se dice que es una cota superior de A.

Ejemplo 2.8. Considere el siguiente conjunto de ntimeros reales.
A={reR: r <5}

Tenemos que 5 es una cota superior de A. Ademés todo niimero real mayor que 5 también
es una cota superior de A. Por ejemplo 1—21 y 6 son cotas superiores de A. O

Definiciéon 2.9. Dado un conjunto A de numeros reales acotado superiormente, diremos que
un numero real ¢ es una cota superior minima de A si se cumplen las dos condiciones
siquientes:

(1) ¢ es una cota superior de A.

(11) Si d es una cota superior de A, entonces ¢ < d.
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Si A tiene una cota superior minima, entonces ella es tinica. En efecto, si ¢ y ¢’ son cotas
superiores minimas de A, es claro de la definicién que ¢ < ¢’ y también que ¢ < ¢. Luego
por la Ley de Tricotomia tenemos que ¢ = ¢'.

En el caso que A admita una cota superior minima ¢, diremos que ¢ es el supremo de
A y escribiremos

¢ = sup A.

Cuando haga falta para evitar ambigiiedades también escribiremos sup(A).

Diremos que ¢ es el maximo de A si ¢ € A y para todo = € A se cumple que = < c. Es
decir, si ¢ € A y ¢ es una cota superior de A.

Notemos que si ¢ es el méximo de A, entonces c es el supremo de A. En otras palabras, un
conjunto tiene maximo si, y soélo si, el conjunto tiene supremo y ademas el supremo pertenece
al conjunto.

Ejemplo 2.10. 1. Considere el conjunto siguiente:
A={reR: r <5}

Es claro que 5 es una cota superior de A y ademés 5 pertenece a A. Luego 5 es el
méximo y por lo tanto 5 también es el supremo de A.

2. Consideremos ahora el conjunto:
1
B={l—--:neNn>1}
n

Observemos que para todo b € B se tiene que b < 1. Asi que B es acotado superi-
ormente. Por otra parte 1 € B (;por qué?). No es dificil convencerse que 1 debe ser
el supremo de B, sin embargo, para demostrarlo formalmente necesitaremos primero
mostrar que N no es acotado superiormente en R, lo que haremos méas adelante (ver el
teorema 2.15).

Pero si podemos mostrar que B no tiene maximo. En efecto, observemos que

1 1
1——<1-—
n n+1

para todo natural n > 1 (verifiquelo!). Esto indica que ningin elemento de B es mayor
que todos los otros elementos de B.
(]

Ahora bien, ;sera cierto que todo conjunto de niimeros reales acotado superiormente tiene
supremo? La respuesta es afirmativa, sin embargo no es posible deducirla de las propiedades
de los ntiimeros reales vistas hasta ahora: P1, ..., P12. Por esta razon se introduce la siguiente
propiedad, que se conoce como el axioma de completitud o azioma del supremo.

P13 (Azioma de Completitud) Todo conjunto no vacio de nimeros reales que sea acotado
superiormente tiene supremo.
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De manera analoga definiremos los conceptos de cota inferior y cota inferior maxima.

Definicion 2.11. Un conjunto A de nimeros reales se dice que es acotado inferiormente
st existe un numero real ¢ tal que para todo x € A, se cumple que ¢ < x. Un numero real ¢
con esta propiedad se dice que es una cota inferior de A.

Definicion 2.12. Dado un conjunto A de nimeros reales acotado inferiormente, diremos
que un numero real ¢ es una cota inferior mdzrima de A si se cumplen las dos condiciones
siquientes:

(i) ¢ es una cota inferior de A.

(11) Si d es una cota inferior de A, entonces d < c.

Si A tiene una cota inferior méxima, entonces ella es unica (;por qué?). En el caso que
A admita una cota inferior maxima ¢, diremos que c es el infimo de A y escribiremos

c = 1inf A.

También escribiremos inf(A) para evitar ambigiiedades.

Diremos que ¢ es el minimo de A si ¢ € A y para todo x € A se cumple que ¢ < z. Es
decir, si ¢ € A y ¢ es una cota inferior de A.

Notemos que ¢ es el minimo de A si, y s6lo si, ¢ € A y ¢ es el infimo de A.

El axioma de completitud implica que todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado
inferiormente tiene un infimo.

Teorema 2.13. Todo conjunto de miumeros reales no vacio y acotado inferiormente tiene
infimo.

Demostracion: Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Sea
B ={y € R: y es una cota inferior de A}.

Por hipotesis, B no es vacio. Por otra parte, mostraremos que cualquier x € A es una cota
superior de B. En efecto, dado x € A, por definicién de infimo se tiene que y < x para todo
y € B. Por el axioma de completitud B tiene supremo. Sea c el supremo de B. Mostraremos
que c es el infimo de A. Tenemos que mostrar dos cosas:

1. ¢ es una cota inferior de A. Sea x € A. Ya mostramos que z es una cota superior de
B. Luego, como c es el supremo de B, se tiene que ¢ < z. Y esto muestra que ¢ es una
cota inferior de A.

2. ¢ es la mayor de la cotas inferiores de A. Sea d otra cota inferior de A, es decir, d € B.
Como c es el supremo de B, se tiene que d < c.

O

Veremos en seguida que el principio de buena ordenacion de N ahora puede ser deducido

del axioma del supremo. Observe el lector que para el estudio de los ntmeros enteros y
racionales se incluy6 este principio como una propiedad mas de Z junto con P1, ...., P12.
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Teorema 2.14. (Principio de buena ordenacion) Sea A un subconjunto no vacio de N.
Entonces A tiene un elemento minimo.

Demostracion: Como A esta acotado inferiormente por 0, entonces del teorema 2.13 con-

cluimos que A tiene infimo. Sea
k = inf A.

De la definicion de infimo, sabemos que £+ 1/2 no es una cota inferior de A, en consecuencia
existe n € A tal que

1

De esto se concluye que si m es un natural con m < n, entonces
1
m<n-—1<k-— 3 <k

y en consecuencia m & A. Por lo tanto, n es el minimo de A (y de hecho, n = k).

Ejercicios 2.3

1. Determine si los siguientes conjuntos son acotados inferiormente y/o superiormente y
si tienen méaximo y/o minimo y, en caso de tenerlo, diga cual es:

a) A={":mmneZ , 1<m<5y 1<n<5})
b) B={":mnec€Z , m>5y 1<n<5}
¢c) C={Z:mmneZ, 1<m<5yn>5}
d) D={":mmnecZ , m>5y n>5}
e) E={;7:meZ , 0<m}.

f) F={22:meZ B 0<m}.

9) G={;25: meZ , m< -1}

h) H={2+:neZl

i) I={332~: nel}

j) J={35 neN}p

k) K= {24 neny.

) L— {5 neNJULET: 0 e,

m) M = {53 : n €N}

n) N={22%: neN}

2. Determine si los siguientes subconjuntos de R son: (i) acotados superiormente y (ii)
acotados inferiormente. En caso que lo sean, hallar su supremo y su infimo. Determine
si tienen maximo y/o minimo.
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a) R

b) {reR: 3<x <8}

) {reR: 22 +2x+1>0}

d) {x eR: 2*+ 2z — 3 > 0} (Sugerencia: Note que 2> + 2z —3 = (z +1)* —4)
)

)

)

e) {reR: z€Z y z< 4}

3. a)SeaAC{reR: 2<x<5}conA+#0D;Es Aacotado superiormente?
b) Sea AC{x € R: z <2} con A# () ;jEs A acotado inferiormente?

4. Sea A C R, designaremos con —A al conjunto
{-reR: reA}

Halle —A en cada uno de los siguientes ejercicios:

5. Dados dos subconjuntos no vacios A, B de R, definimos los conjuntos A+ By A-B
como sigue:

A+B={a+b:ac A, be B} A-B={ab:ac A, be B}.
Por ejemplo, si A ={-1,2} y B = {4,5, 7}, entonces
A+B={-144,-145-147,24+4,2452+7} ={3,4,6,7,9}.
Y andalogamente
A-B={-4,-5,-7,8,10, 14}.

En cada uno de los siguientes ejercicios determine A+ By A - B.

)) A={1,2)y B={L,3 =2

b) A={2}yB=N

¢c) A={1} y B={%:neN, n#0}
d) A=Zy B={-1}
e) A={zeR:1<z<2}yB={3}
) A={reR:2<3}yB={zreR:x <5}
g) A=B={reR:-1<zx <1}
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h)y A={reR:1<zx<2}yB={reR:3<x<4}

6. a) En cada uno de los conjuntos del ejercicio 5 determine si los conjuntos A, B,
A+ By A- B son acotados superiormente. En caso que lo sean, halle sup A,
sup B, sup(A + B) y sup(A - B).

b) Dados tres subconjuntos A, B,C de R ;Es cierto que A- (B+C)=A-B+A-C?

7. Sea A C Ry B = A\[0, 1]. Suponga que B es acotado superiormente y que sup(B) < 0.
Muestre que A es acotado superiormente y que sup(A) < 1.

8. Sea ACRy B = A\]I0,1]. Suponga que B es acotado inferiormente y que inf(B) > 1.
Muestre que A es acotado inferiormente y que inf(A) > 0.

9. Sean a,b,c,d € Rcona < by c < d. Los intervalos (a,b), (—o00,a) y (a,+00) se definen
de la siguiente manera:

(a,b) = {reR:a<z<b}
(—00,a) = {xreR:z<a}
( ) = {x€eR:a<z}.

Usando la nociéon de suma de conjuntos del ejercicio 5, muestre que
(i) (a,+00) + (c,+00) = (a+ ¢, +00).

_l’_
(i) (—o0,a) + (—o00,¢) = (—00,a+ c).

(iii) (a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d) (en caso de emergencia, vea el ejercicio 9 de la
seccion 2.9).

10. Sea r un real positivo. Considere los siguiente conjuntos:

E = {x€R: o= (1+a)r para algin real a > 0.}

F = {zeR: x:ﬁ para algun real b con 0 < b < 1.}

a) Determinesi EC Do D C FEo E=D.

b) ;Es E igual al intervalo (r, +00) ?

11. Considere los siguientes conjuntos:

E = {zeR:Ja,beR(a<z<b<2)}
F = {z€R: JaeR(a<z<2)}
G = {zeR: z<2}

Determine que relaciéon guardan entre si. jSeran iguales?
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2.4. La propiedad Arquimediana

En esta seccion mostraremos que los nimeros reales satisfacen el principio de Ar-
quimedes. Este principio es equivalente al hecho que los naturales no son acotados supe-
riormente en R. Con estas herramientas a nuestra disposicién podremos dar ejemplos mas
interesantes de conjuntos acotados.

Teorema 2.15. N no es acotado superiormente en R.

Demostracion: Daremos una prueba indirecta por reducciéon al absurdo. Supongamos que N
es acotado superiormente. Por el axioma de completitud N tiene supremo. Sea ¢ el supremo
de N. Como ¢ — 1 < ¢, entonces ¢ — 1 no es una cota superior de N. Luego existe ng € N tal
que ¢ — 1 < ng. De esto ultimo se obtiene que ¢ < ng + 1y como ng+ 1 € N, entonces ¢ no
seria una cota superior de N, lo cual es una contradiccién.

O

Teorema 2.16. (Propiedad Arquimediana) Dados r,s € R yr > 0, existe n € N tal que
s < nr.

Demostracion: Sean r, s reales con r > 0. Como N no es acotado superiormente tenemos que
s-77! no es una cota superior de N. Por lo tanto existe un natural n tal que

s-r < n.
Multiplicando por r ambos lados (recuerde que 7 > 0) obtenemos el resultado deseado. O

La propiedad Arquimediana tiene una interpretacion geométrica sencilla. Dice que da-
dos dos segmentos arbitrarios de longitudes s y r respectivamente, podemos obtener otro
segmento de longitud mayor que s si concatenamos el segmento de longitud » un nimero
suficiente de veces (es decir, si los colocamos alineados uno después del otro). ;Cual es ese
numero suficiente de veces? Esto depende por supuesto de s y r. Por ejemplo, para s = %4
yr o= é jcudntas veces se requiere repetir un segmento de longitud % para obtener otro
de longitud mayor que %? Es claro que s < 14r, pero podemos obtener un resultado mas

preciso, en efecto, como % < 5% bastaria repetir 5 veces el segmento de longitud %

El siguiente resultado, que se usa con bastante frecuencia, es analogo a la proposicion
1.31.

Corolario 2.17. Sear € R con 0 < r, existe n € N tal que % <r.

Demostracion: Sea r un real positivo. Por la propiedad Arquimediana 2.16 usada para s = 1
obtenemos que existe n € N tal que 1 < nr. Es decir, 1/n < r como se requeria.
O

Ejemplo 2.18. Ahora podemos completar el ejemplo 2.10 mostrando que 1 es el supremo
del conjunto

1
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En efecto, ya vimos que 1 es una cota superior de A. Veremos que 1 es la menor de las cotas
superiores. Para hacerlo basta mostrar que dado t < 1, existe x € A tal que t < x pues esto
probaria que ¢ no es una cota superior de A y por consiguiente 1 es la menor de todas. Sea
t <1, entonces 1 — ¢ > 0, luego por el corolario 2.17 existe un ny € N tal que

1
— <1t
o
Luego
1
t<1l——.
o

Para concluir el argumento, note que 1 — % e A.
Obsérvese que 1 no pertenece a A. En general, el supremo de un conjunto no tiene que

ser un elemento del conjunto en cuestion.
O

Ejemplo 2.19. Consideremos el conjunto

3n+5
B = : N3 .
{7n+12 ne }

Veamos algunos de los elementos de B haciendo una tabla

3n+5

| _Tn+12
5/12
8/19
11/26
14/33
17/40
20/47

qucowr—xolz

Notemos que los niimeros en la columna de la derecha van creciendo. Por ejemplo, tenemos
que 5/12 < 8/19 < 11/26. De hecho se tiene que la sucesion

3n+5

n+ 12 >0
3n+5
Tn+12

es creciente. Es decir, a medida que n aumenta también aumenta, o mas precisamente,

3n+5 _ 3(nt1)+5
m+12  T(n+1)+ 12

para todo natural n.

Veamos porqué es valida esta tltima afirmacion. Tenemos que 3n+5 y 7n + 12 son positivos
para todo n € N y por lo tanto

dnd < 2 & (Bn+5)(T(n+1)+12) < (3(n+1) +5)(Tn + 12)
< 2In(n+1)436n+35(n+1) 4+ 60 <
2In(n+ 1) +36(n+ 1) + 35n + 60
& n<n+1
< 0< 1.
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Como la tltima desigualdad es valida podemos concluir que la primera también lo es y por
lo tanto los valores que toma f’:jg van creciendo a medida que n crece.
Ademés observemos que

3n+5 342
Tn+12 7+

3n+5
Tn+12

Mostraremos que el supremo de B es % Debemos mostrar dos cosas:

Mostraremos que el supremo de B es 3/7. Observe la pequena diferencia que existe entre
las definiciones de A y B. Esta diferencia es la causante que ahora 3/7 sea el supremo en
lugar del infimo. Debemos mostrar dos cosas:

Esta tdltima igualdad muestra que se “aproxima’ a % para valores grandes de n.

(i) 3/7 es una cota superior de B. En efecto, como 7n + 12 es positivo para todo n € N,

entonces 345 5

ST 2 4 2In+35<2In+36 < 35 < 36.

m+12 7
Ya que la tltima desigualdad es verdadera, entonces concluimos que la primera también
lo es.

(ii) 3/7 es la menor de las cotas superiores de B. En efecto, sea r < 3/7, mostraremos que
r no es una cota superior de B. Para hacerlo basta mostrar que existe x € B tal que
r < x. Esto es equivalente a mostrar que existe n € N tal que

- 3n+5
r< —m—.
-+ 12

Observemos que 7n + 12 es positivo y por lo tanto se tiene que

r< b & r(Tn+12) <3n+5
& Tnr+12r <3n+5
& 12r—5<(3—"Tr)n

12r—>5
< S, <N

Note que para que la ultima equivalencia sea valida se requiere que 3 — 7r > 0, lo
cual es cierto pues r < 3/7. Como antes, usando el hecho que N no es acotado en R,
concluimos que existe ng € N tal que

12r — 5
3—"1Tr

< ng.

y usando la equivalencia mostrada anteriormente concluimos que

< 3710 +5
r -
771/0 + 12

3ng+5
Tno+12

Asi que es el elemento de B que requeriamos.
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Ejemplo 2.20. Consideremos el siguiente conjunto

3n+5
A= : )
{7n+8 neN}

Veamos algunos de los elementos de A haciendo una tabla

3n+5
™48
5/8
8/15
11/22
14/29
17/36
20/43

mypwwwols

Notemos que los nimeros en la columna de la derecha van decreciendo. Por ejemplo, tenemos
que 5/8 > 8/15 > 11/22. De hecho se tiene que la sucesion

3n+5

™+ 8 >0
3n+5
n+8

es decreciente. Es decir, a medida que n aumenta disminuye, o mas precisamente,

3n+5 - 3(n+1)+5
m+8 T(n+1)+8

para todo natural n.

Veamos porqué es valida esta tltima afirmacion. Tenemos que Tn + 8 y Tn + 15 son positivos
para todo n € N y por lo tanto

ggg>§gﬁ§g«@ (3n45)(T(n+1) +8) > (3(n+ 1) + 5)(Tn + 8)
2In(n+1) +24n+35(n+1) +20 >
2In(n+ 1) +35n +24(n+ 1) + 40
69n + 35 > 69n + 24
< 35 > 24.

Como la dltima desigualdad es valida podemos concluir que la primera también lo es y por

lo tanto los valores que toma ?Zig van decreciendo a medida que n crece. Esto muestra que
el valor méximo que toma ?Zig se alcanza cuando n = 0. Es decir, 5/8 es el méaximo de A

(y por lo tanto A es acotado superiormente).
Ademés observemos que
3n+5 3+2
Tn+8 T4+E

3n+5
n+8

que el infimo de A es % Debemos mostrar dos cosas:

Esta ultima igualdad muestra que se “aproxima” a 2 para valores grandes de n. Mostraremos
7
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(i)

(i)

3/7 es una cota inferior de A. En efecto, dado n € N, como 7n + 8 > 0 entonces

2 o 2In+24<2In+35
& 24 < 35.

Como la dltima desigualdad es verdadera, entonces la primera también lo es y por lo
tanto 3/7 es una cota inferior para A.

Mostraremos que 3/7 es la mayor de las cotas inferiores de A. Para hacerlo verificaremos
que para todo real r > 3/7, existe x € A tal que x < r (es decir, 7 no es una cota
inferior de A). Esto es equivalente a mostrar que existe n € N tal que

3n+5
™+ 8

<.

Observemos que como 7n + 8 > 0, entonces

M <r & 3n+5<r(Tn+38)
& 3n+5<Trn+8r
& 5—=8r<(7Tr—3)n

5—8r
< L3 <N

Observe que para que la ultima equivalencia sea valida se requiere que 7r — 3 > 0, lo
cual es cierto pues 3/7 < r.

De lo probado arriba se tiene que es suficiente mostrar que existe un natural n tal que
5—8r
r—3

n >

Pero esto es claro, pues el teorema 2.15 precisamente dice que N no es acotado supe-

riormente en R y por lo tanto existe un natural mayor que =2,
r—3

Observe la pequena diferencia que existe entre las definiciones de A y B. Esta diferencia
es la causante que ahora 3/7 sea el infimo en lugar del supremo.

|

Sea A un subconjunto de R

Para mostrar que A es acotado superiormente debemos encontrar un real r
tal que todo elemento de A es menor que 7.

Para mostrar que A no es acotado superiormente debemos garantizar que
para cualquier real r existe un elemento de A mayor que 7.
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Ejemplo 2.21. No todo conjunto acotado superiormente tiene maximo, como lo hemos visto
en los ejemplos. Pero esto si ocurre para los subconjuntos de N. En efecto, sea A C N no vacio
y acotado superiormente. Mostraremos que A tiene maximo. Sea r € R una cota superior de
A. Como N no es acotado superiormente (por el teorema 2.15), entonces existe un natural
no tal que r < ng. En particular, ng € A y en consecuencia N\ A no es vacio. Por el principio
de buena ordenacion de N (teorema 2.14), concluimos que N\ A tiene un primer elemento
que llamaremos my. Dejamos al lector la tarea de mostrar que my > 1y que mg — 1 es el
méaximo de A.

O

Ejercicios 2.4

1. Determine si los siguientes subconjuntos de R son (i) acotados superiormente y (ii)
acotados inferiormente, en caso que lo sean, hallar su supremo y su infimo. Determinar
si tienen maximo y,/o minimo.

)
)
c) %:neNynzl}
d) {:neZy n#0}
e) {3—-245:neNyn>15}
f){8+3:neNyn>1}
9) {24-25: neNyn>1}
h) {3 meZ y m#0}
i) {5 nez}
j) {r €eR: z=3n+1 para algin n € N}
k> {BngirZ HGN}
DA{t+(-1)":neNyn>1}
m) {1+ neNyn>1}
n) {go;:neNyn>1}
n) {27"+3™+57": nym,p LT}
o) {241 neN}
p) {os: neN}
q) {%:nEN}
2n+(~1)"7
r) {220 e N}
)

2(=1)"n+7
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2. Para cada x € R considere el siguiente conjunto

2n +x
A(x):{6n+8: nEN}

Muestre que 2/6 es el supremo de A(z) cuando z = 1 y es el infimo cuando =z = 7.
Determine que valores puede tomar x de tal forma que 2/6 sea el supremo de A(z).

<
8

3. Sean z,y, z € R tales que x < y < z. Muestre que existe n € N tal que =+ <

3=

I
8

4. Dados z,y € R con x < y, muestre que existe n € N tal que = + % <.

5. Sean x,y € R tales que = + y > 0. Suponga que para todo natural n > 1 se cumple
que r < % — y. Muestre que x = —y.

6. Sea A C R acotado superiormente y ¢ una cota superior de A. Muestre que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) c es el supremo de A.
(ii) Para todo r > 0 existe x € Atal que c —r <z < c.
(iii) Para todo n € N existe 2 € A tal que ¢ — = < x.

7. Muestre que los teoremas 2.15, 2.16 y 2.17 son en realidad l6gicamente equivalentes. Lo
que queda por hacer es mostrar que si supone valido el corolario 2.17, entonces puede
deducir que N no es acotado superiormente.

2.5. Incompletitud de Q

La siguiente proposicion es la clave para mostrar que el axioma de completitud no es
valido en Q.

Proposicion 2.22. Sea r € Q con r > 0.
(i) Sir? <2, entonces existe un racional t tal que r <t y t* < 2.
(ii) Si2 < r?, entonces existe un racional t tal que 0 <t <r y2 <t

Antes de dar la demostracion veamos el significado de esta proposicion. Consideremos

los conjuntos
A= {z€Q: 0<zyz?<?2}
B= {z€Q: 0<zyaz*>2}

Si representamos en la recta los elementos de A y de B observaremos que cada elemento de
A esté a la izquierda de todo elemento de B. En efecto, suponga = € Ay z € B. Entonces

22 <2< 22

Como x y z son positivos, entonces necesariamente x < z (jpor qué?).
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En particular, esto indica que A es acotado superiormente (pues todo elemento de B es
una cota superior de A). Como A no es vacio (;por qué?), el axioma de completitud garantiza
que A tiene supremo. Sin embargo, veremos enseguida que el supremo de A no es racional
y por consiguiente el axioma de completitud no es véalido en Q. En efecto, sea r el supremo
de A. Supongamos, por reduccion al absurdo, que r es racional. Como ya demostramos en
la proposicion 2.6, 72 # 2. Por lo tanto hay dos casos a considerar:

(i) Supongamos que 7? < 2. Entonces de la proposicién 2.22 se tiene que existe otro
racional t tal que r < t y ¢t < 2. En particular, t € A y esto contradice que 7 es una cota
superior de A.

(ii) Supongamos que 2 < r2. Entonces de la proposiciéon 2.22 se tiene que existe otro
racional ¢ tal que 0 < ¢t < r y 2 < t?. En particular, t € B y ya vimos que esto implica que ¢
es una cota superior de A. Pero esto contradice que r es la menor de las cotas superiores de

A.

La interpretacion geométrica de lo que acabamos de mostrar es que existe un “hueco”
entre A y B. Ese “hueco” lo ocupa el namero real v/2. Por esta razon se dice que el orden de
Q es incompleto.

El axioma del supremo es la propiedad mas importante que distingue a R de Q. Podemos
también decir que las propiedades P1,..., P12 no sirven para diferenciar a Q de R, pues los
ntmeros racionales satisfacen todas ellas.

Demostracion de 2.22:

(i) Sea r un racional positivo tal que r* < 2. Buscamos un racional ¢ que cumpla que
r <ty ademas que t?> < 2. Los candidatos de donde escoger t seran los racionales de la
forma r 4+ 1/n con n € N. El problema entonces se convierte en encontrar un natural

n tal que
1\2
<7“ + —> <2 (2.1)
n

Lo primero que haremos es analizar la desigualdad 2.1. Observemos que para todo
natural n positivo se cumple lo siguiente:

1\? 2 1 % 1 2+ 1
(T"'_) - T2+—T+—2 T e
n n n n n n

pues 1/n? < 1/n. De esto se deduce lo siguiente:

Sir? + 22H < 2. entonces (r + %)2 <2
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Por lo anterior, el problema se reduce a conseguir un natural n tal que r? + % < 2.
Y esto es sencillo. En efecto, “despejamos n” para obtener que

2r +1 2r +1
<2 <<= n>

2
e n 2 —r2’

De lo anterior se deduce lo siguiente:

2r +1

1\2
Sin>—— ,entonces |[r+—] <2.
2—1r2 n

Solo resta garantizar que existe un natural n tal que n > g’"_t% En efecto, como N no es
acotado en R (ver el teorema 2.15) sabemos que existe un natural n con esa propiedad,

es decir, n > g”r% Y con esto concluye la demostracion.

Sea 7 un racional positivo tal que r? > 2. Buscamos un racional positivo ¢ que cumpla
que t < r y ademas que t?> > 2. Como hicimos en el apartado anterior, los candidatos
para t seran los racionales de la forma r — 1/n con n € N. El problema entonces se
convierte en encontrar un natural n tal que

Notemos que

1\’ | , 2
r—— = r-—+= 2 r-—.
n n n n

Asi que es suficiente conseguir un natural n tal que

2
T2——T>2
n

De la misma manera que hicimos en el apartado anterior, despejando n se obtiene que
es suficiente que n satisfaga lo siguiente
2r

r2 — 2' (2‘2>

n >

Como queremos un racional positivo, es decir, queremos que r — 1/n sea positivo,
buscaremos un natural n tal que

1
- 2.3
n . (2.3)

Veamos que en efecto es asi. De la proposicion 1.31 se concluye que existe un natural
n que cumple ambas condiciones (2.3) y (2.2) (;por qué?). En particular, a partir de
(2.2) se concluye que

r? —2r/n > 2,

de donde

1\? 2 1 2
(r__) RSN}
n n n n

Y esto es lo que queriamos.
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Ejercicios 2.5

propiedad indicada.

a) (r—1/n
b

Cc

d

)2 > 3 donde r es un racional positivo tal que r? > 3.
(r+1/n)? < 7 donde r es un racional positivo tal que 7? < 7.
(r+1/n)3

(r —1/n)* > 3 donde r es un racional positivo tal que r* > 3.

)
) < 2 donde r es un racional positivo tal que 3 < 2.
)

a) Sear € Q, con r >0y r? < 2. Considere el racional

4r
r2 + 2

Muestre que r < t y t? < 2

b) Sear > 0 con 2 < r?. Considere el racional

r? 42
2r

Muestre que t < r y 2 < t2.

que

2
(i) Si (%) < 2, entonces 2 < (

- a\? a+20\?
(ii) 812<<5> , entonces (a+b> < 2.

3a+4b>2 a 3a+4b

a -+ 2b 2
a+b )’

a

2
(iii) Si (—) < 2, entonces (

<2 demés — <
b 24 + 3b y ademas

2 3a+4b\° 3a + 4b
(iv)SiQ<(%),entonces2<<a+ ) s 20+

2a + 3b

. Considere los conjuntos

A= {reQ: 0<ryrt<2}
B= {s€Q: 0<sys*>2}

(i) Muestre que A no tiene méximo y que B no tiene minimo.

(ii) Muestre que para todor € Ay todo s € B, r < s.

b 2a+3b

|

1. En cada uno de los ejercicios que siguen muestre que existe un natural n con la

. En este ejercicio daremos otra prueba de la proposicion 2.22. Sean a,b € N. Muestre
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5. Sean a,b € N, verifique que

a

2
a) Si (5) < 5, entonces 5 < (

) 2
b) Sib< <%> , entonces (a—|—5b) < 5.

a-+5Hb 2
a+b )

a+b

c) Sea
A= {reQ: 0<ryr*<5s}
B= {reQ: 0<ryr?<5s}.

Muestre que A es acotado superiormente pero no tiene méximo. Muestre que B
es acotado inferiormente pero no tiene minimo.

6. Muestre que Z satisface P13, es decir, si A C Z no es vacio y es acotado superiormente,
entonces el supremo de A pertenece a Z.

2:

2.6. La ecuacion x a

Hemos visto que la ecuacion
22 =2

no tiene solucién en Q. Ahora mostremos que si la tiene en R, en otras palabras, existe un
ntimero real, que se denota por v/2, tal que

(V2) =2.

La prueba de este hecho que, por ser tan conocido, pareceria simple de mostrar, no lo es del
todo. Primero mostraremos un resultado auxiliar (se acostumbra a llamar lema a este tipo
de resultados auxiliares).

Lema 2.23. Sea r un real tal que 0 < r < 1. Entonces se cumple que
(1+7r)*<1+3n

Demostracion: Como 0 < r < 1, entonces multiplicando por r la segunda desigualdad obten-
emos que 72 < r. Por otra parte, tenemos que (1 +7)? = 1 + 2r + 2. Por lo tanto,

(1+r)2=1+2r+r2<14+2r+7r=1+3r

Teorema 2.24. Dado un real a > 0, existe un nimero real b > 0 tal que b* = a.
Demostracion: Consideremos el conjunto

A={zeR: 2>0, 2* <a}.
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Es claro que A no es vacio pues 0 € A. Veamos ahora que A es acotado superiormente. En
efecto, mostraremos que 1 + a es una cota superior de A. Sea x € A. Consideraremos dos
casos: (i) Supongamos que z < 1. Entonces, como a es positivo por hipotesis, se tiene que
x < 1+ a. (ii) Supongamos que x > 1. Entonces x < 2%, Como = € A, entonces z < a. En
consecuencia r < 1+ a.

Por el axioma de completitud A tiene supremo. Sea ¢ el supremo de A. Veremos que
c? = a. Supongamos que no es cierto, es decir, que ¢ # a. Hay dos casos a considerar:
(1) ¢* < ay (2) a < c® Los analizaremos por separado y veremos que ambos llevan a una
contradiccion.

Caso 1: Supongamos que ¢? < a. Primero mostraremos que ¢ > 0. En efecto, es facil
verificar que %5 € Ay como _%5 > 0 se tiene que ¢ > 0.

Ahora mostraremos que existe ¢ > 0 tal que ¢ < t y t> < a. Esto contradice que ¢
es una cota superior de A y terminaria la demostracion del caso 1. El ¢ deseado lo
buscaremos que tenga la forma (1 + r)c con r > 0. Por ser 1 4 r > 1, estos nimeros
son claramente mayores que c. Ahora lo que estamos buscando es un real » > 0 tal que

(14 7)c]® < a.
Y esto es equivalente a
a
(1 + 7")2 < g
Por el lema 2.23, sabemos que para todo 0 < r < 1 se cumple que

(1+7)2<1+3r

Por esto, bastaria hallar r tal que 0 < r < 1 y ademés que
a
c

a—c

2
—= > 0, podemos

Veamos que si podemos elegir un real con esas caracteristicas. Como
escoger un real ry tal que
a— c?

3c?

0<rg<

y ademas también podemos pedir que
ro < 1.
En resumen, sea t = ¢(1 + rg). De la discusion que acabamos de hacer se deduce que
1+ 3ry < %,
c

y por lo tanto t? < ayc<t.
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Caso 2: Supongamos que ¢ > a. Analogamente al caso 1, mostraremos que existe ¢ > 0 tal
que t < ¢y t? > a. Para ver que esto lleva a una contradiccion, verificaremos que un
real ¢ como el anterior es una cota superior de A y esto contradice que ¢ es la menor
cota superior de A. En efecto, si € A, entonces 2 < a, y en consecuencia, 22 < t2.
Como z y t son positivos, entonces = < t ({por qué?).

Ahora veremos como hallar t. En este caso, t lo buscaremos entre los niimeros de la
forma £ conr > 0, que claramente son todos menores que c. Escojamos un real r <'1
tal que

A —a

3a

O<r<<

De la ultima desigualdad se deduce que

3ar < ¢ — a.
Luego

3ar +a < .

Factorizando obtenemos
a(l+3r) < .

De nuevo usando el lema 2.23. obtenemos a partir de la tltima desigualdad que

a(l+7)* < e

Por lo tanto

y esto era lo que buscdbamos.
O

El nimero real b dado por el teorema anterior se llama la raiz cuadrada de a y se denota

por
Va.

Ejercicios 2.6
1. Muestre que 1/4 no es una cota superior del siguiente conjunto:

{reR: x>0, 2> <1/4}.

2. Determine para cuales valores de a se cumple que a es una cota superior de

A={rcR: x>0, 2°> <a}.
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2.7. La ecuacion " =a
En esta seccion estudiaremos la siguiente ecuacion
" = a.

Mostraremos que tiene soluciéon en R para todo entero positivo n y todo real positivo a.
Al igual que lo hecho para la demostracion de la existencia de la raiz cuadrada necesitamos
un resultado preliminar.

Lema 2.25. Sea r un real tal que 0 < r < 1 yn un entero positivo. Entonces se cumple que
(I4+7r)" <14 3"
Demostracion: La demostracion la haremos por induccién.
Base de la induccion: n = 1. Por ser r < 3r, es evidente que
1+7r<1+3r.
Paso inductivo: Supongamos que
(1+7r)"<1+4+3"r (2.4)

y mostraremos que
(14 7)™ < 143"y,

En efecto, tenemos que
(147" =1 +r)"(1 +7).

Multiplicando ambos lados de la desigualdad 2.4 por (1 + r) (que es positivo, jpor qué?)
obtenemos
T+ < (1+43"r)(1+7).

Por otra parte, tenemos que
(1+3")(1+7) =143 +7r+ 3™

Ahora bien, como 0 < 7 < 1 entonces 2 < r (;por qué?) y asf 3"r? < 3"r. Ademas 1 < 3",
luego r < 3"r. De esto concluimos que

14+3"r+7r+3"7r* <1+3"r+3"r+3"r=1+3"""r
Usando la transitividad de < obtenemos de las desigualdades anteriores que
(1+7r)"th < 143"y,
Y con esto termina la verificacién del paso inductivo. O

Teorema 2.26. Dado un real a > 0 y un entero positivo n, existe un niumero real b > 0 tal
que b™ = a.
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Demostracion: La demostracion es enteramente analoga a la del teorema 2.24. Daremos
suficiente indicaciones como para que el lector interesado pueda completarla. Fijemos a > 0
y un entero positivo n. Consideremos el conjunto

A={zeR: >0, 2" <a}.

A no es vacio pues 0 € A. Muestre que A es acotado superiormente verificando que 1 + a
es una cota superior de A. Sea ¢ el supremo de A. Muestre, por reduccién al absurdo, que
¢" = a. Hay dos casos a considerar: (1) ¢" < ay (2) a < ¢". Se analizan por separado.

Caso 1: Suponga que ¢" < a. Muestre que ¢ > 0. Ahora muestre que existe un real ¢t > 0
tal que ¢ <ty t" < ay de esto deduzca una contradiccion.

El real ¢ lo buscaremos entre los nimeros de la forma ¢(1+7r) con r > 0. Como ‘g;cc: >0
podemos escoger un real r tal que

n

3nen

O<r<

y ademéas r < 1. Usando el lema 2.25 y siguiendo los mismos pasos que en la de-
mostracion del teorema 2.24 demuestre que

[c(1+7)]" <a.
Por lo tanto ¢(1 + ) € A. De esto deduzca una contradiccion.

Caso 2: Suponga que ¢" > a. Analogamente al caso 1 podemos escoger un real r < 1 tal
que 0 < r < £=2_ Siguiendo los mismos pasos que la demostracién del teorema 2.24

3"aq
< ¢ '
a .
1+7r

(caso 2) muestre que
Ahora muestre que 7 es una cota superior de A y esto contradice que ¢ es la menor
de las cotas superiores de A.

O

Dado un real a > 0 y un entero positivo n, el real b > 0 tal que b" = a, dado por el
teorema 2.26, se llama la raiz n-ésima de a y se denota por

Va.

El saber que existe la raiz enésima de todo real positivo nos permite definir a? para un
racional ¢ cualquiera y un real a > 0.

Definiciéon 2.27. Sea a un real positivo y q un racional cualquiera. Definimos
aq

de la manera siguiente:
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1. a* =1.

2. Siq=" conn,m >0, entonces

(Zq — am
3. Siq= ="y conn,m >0, entonces
al = § i
am
Por ejemplo: .
33 = v/32 = V0.

Ejercicios 2.7

1. Sean x,y € R con = < y. Muestre que existe un real » > 0 tal que y = (r + 1)z.

2. Sean a, b, c nimeros reales. Suponga que b* — 4ac > 0. Muestre que los siguientes dos

reales
—b+ Vb2 — 4ac v —b—Vb? —4dac

2a 2a

cumplen con la ecuacion
az? 4+ bz +c = 0.

3. a) Sear € Rcon 0 < r < 1. Muestre que 0 < r™ < r para todo entero n > 1.

)
b) Sea r € R con 1 < r. Muestre que r < r™ para todo entero n > 1.
c¢) Sean a, b reales positivos con a < b. Muestre que a? < b2.

)

d

En general, muestre que si 0 < a < b, entonces a™ < b" para todo entero n > 1
(Sugerencia: Recuerde que b —a™ = (b—a)(0" ' + 0" 2a+ - +ba"" 2 +a"1)).

4. Sea z un real positivo. Muestre que

1
Vv + —\/5<m<\/§—\/x—1.

(Sugerencia: 1 = (Vo +1— x)(Vz + 1+ /1))
5. (Desigualdad de Bernoulli) Sea r € R, con r > —1, 7 # 0 y n > 1 un entero. Entonces
(14+7r)">14nr
(Sugerencia: Use induccion).
6. Sean z e y reales. Muestre que

20y < 2 +1° y 4oy < (z +y)*
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7. Sean x e y reales positivos. Muestre que

r+y

Vay < 5

8. Sea x un real positivo. Muestre que
1
2<x+ —.
x

9. Sean a y b dos reales positivos. Muestre que

1 2<a-b
lys) = 4

10. Dados z,y € R con 0 < x < y, muestre que existe r € R tal que z < v/5r < y.

11. Dados z,y € R con 0 < x < y, muestre que existe r € R tal que z < \/L?—r <.

2.8. Los ntiimeros irracionales

Los ntimeros reales que no son racionales se llaman irracionales y se denotan con la
letra I.

I=R\Q.

Ya vimos que, por ejemplo, v/2 es irracional, es decir, que las soluciones de la ecuaciéon 22 = 2
no son racionales. Ahora mostraremos un resultado mas general que dice que, dados n,a € N,
si la ecuacion

" =a

tiene solucion en QQ, entonces también tiene una soluciéon en N.

Proposicion 2.28. Sean n,a € N. Si existe un racional r tal que r™ = a, entonces existe
un natural m tal que m™ = a.

Demostracion: Sean p,q € N tales que

(-

Por lo dicho en la proposicion 2.5, podemos suponer sin pérdida de generalidad que med(p, q) =
1. Entonces p"™ = aq™, por lo tanto ¢"|p™. Pero med(p", ¢™) = 1 (;por qué?), entonces ¢" = 1

y por lo tanto p" = a.
O

De lo dicho anteriormente se concluye que los siguiente niimeros son irracionales:

V21,315, v/2
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Ejercicios 2.8

. Demuestre que los siguiente nimeros son irracionales:

a) vV3,V5, V6
b) V2y V3

¢) V2+V3+2
d) V6—v2-3

. {Para cuales naturales n existe un racional r tal que r™ =n?

. Use la proposicion 2.28 para determinar para cuéles naturales n y a se cumple que {/a

es irracional.

a) Suponga que a y b son racionales {Es a + b necesariamente racional? ;Y sia 6 b
es irracional?

S

Si a es racional y b es irracional, jes ab necesariamente irracional?

; Existe algin ntimero real a tal que a? es irracional pero a* es racional?

o

S
~— — ~— ~—

Determine si la suma de irracionales es irracional.

. Existen dos niimeros irracionales tales que tanto su suma como su producto sean
racionales?

3

f) Sea a un ntmero irracional, jEs a~! irracional?

. Sean a, b, c y d racionales y x un irracional tal que cx + d # 0. Muestre que

ar +b
cx +d

es irracional si, y solo si, ad # bc.

. Considere las siguientes funciones de R en R: g(x) = 2% y

hz) 0 , six esracional
x) = . . .
1 , si x es irracional.

Determine para cudles reales = se cumple que h(z) < g(x)

. Considere la funciéon

h(z) 0 , six esracional
xr) = . . :
% , si x es irracional.

Determine para cudles reales x se cumple que h(z) < z.

. Vimos en 2.27 que la exponenciaciéon a® esta definida para cada real a > 0 y cualquier

racional b. Aunque no lo haremos en este libro, se puede extender esta operacion para
cualquier exponente real, esto es, a’ existe para todo real a positivo y cualquier real b.

b es irracional.

b

a) Muestre que existe un irracional a > 0 y un racional b tal que a

b) Muestre que existe un irracional @ > 0 y un irracional b tal que a” es racional.
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2.9. Qesdensoen R

Veremos en seguida una consecuencia interesante de la propiedad Arquimediana: entre
cada dos reales existe un racional. Este hecho es muy importante, pues nos indica que los
numeros reales se pueden aproximar con racionales y la aproximacion se puede lograr con la
precision que se desee.

Antes de mostrar lo dicho anteriormente necesitamos definir la parte entera de un nimero
real y para ello necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 2.29. Sea r € R. Fxiste un unico entero m tal que
m<r<m-+1l.

Demostracion: Primero probaremos el resultado suponiendo que » > 0 y después analizare-
mos los casos restantes. Consideremos el siguiente conjunto:

A={neN: r<n}.

Como N no es acotado superiormente sabemos que A no es vacio (;, por qué?). Por el principio
de buena ordenaciéon para N sabemos que A tiene un primer elemento que denotaremos con
no. Notemos que ng —1 > 0 (jpor qué?) y como ng — 1 ¢ A, entonces concluimos que
ng — 1 < r. Por esto m = ng — 1 es el entero buscado.

Ahora analizaremos el caso r < 0. Como —r > 0 , entonces por lo visto arriba sabemos
que existe un entero n tal que n < —r < n + 1. Tenemos entonces que —n — 1 < r < —n,
luego hay dos casos posibles: (a) Si 7 es un entero, tomamos m = r que claramente satisface
los deseado. (b) Si 7 no es un entero, entonces tomamos m = —n — 1 que ya vimos satisface
que —n —1<r < —n.

Por ultimo mostraremos que existe un tnico entero m con esas propiedades. Supongamos
que m y m’ son enteros tales que ambos satisfacen que m <z <m+1lym' <z <m'+1.
Entonces tenemos que m < m’+ 1 y también que m’ < m+ 1. Luego m < m’' y m’ < m, por
lo tanto m = m/.

O

Definiciéon 2.30. Para cada real v el entero m dado por el teorema 2.29 se llama la parte
entera de r y se denota por [r]. En otras palabras, la parte entera [r] es el unico entero que
satisface

r] <r <r]+ 1.

Ejemplo 2.31. 1. La parte entera de 2 es 1, en simbolos, [g] = 1. Pues es claro que

2
3
I<s<2

2. [-3]=—2,pues —2< 3 < —1.
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3. Sea n un entero, entonces de la definicion de la parte entera es claro que [n] = n. Por
ejemplo, [4] =4, [-57] = —57.
O

Ahora podemos mostrar que los racionales son densos en R. Este es una propiedad fun-
damental del orden de los ntimeros reales.

Teorema 2.32. (Densidad de Q) Dados dos reales r,s con r < s, eziste un racional q tal
quer < q<s.

Demostracion: Como s —r > 0, por el corolario 2.17 existe un entero positivo ng tal que
1
— <s5—T. (2.5)
o
Considere la parte entera de ngr, es decir, el entero [ngr|. Tenemos entonces
[nor] < nor < [ner] + 1. (2.6)

De (2.5) se tiene que
ner + 1

N

<s

y (2.6) se tiene que
[nor] + 1 < Nor + 1

no )

r <

De lo anterior concluimos que el racional buscado es

[nor] + 1
o .
O

El resultado anterior nos dice, por ejemplo, que dado un real r cualquiera y un natural
n existe un racional ¢ tal que

1
7’<q<7‘+w,

en particular, esto quiere decir que g y r estdn muy cerca. La diferencia entre ellos es menor
que 10"%, por lo tanto las primeras n cifras de sus respectivas expansiones decimales coinci-
den.

Ejercicios 2.9

1. Sean z,y € R. Suponga que para todo r > 0 se cumple que = < y + r. Muestre que
x < y. (Sugerencia: Suponga lo contrario y use el corolario 2.17).

2. Dados =,y € R con 0 < = < y, muestre que existe r € Q tal que
1 1 1

Y r a
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3. Dado un real x > 1, muestre que existe un racional y > 1 tal que

45
1+ — <.
Y

4. Sean x,y, z € R tales que = < y < z. Muestre que existe r € Q tal que

(=)
T < r<uy.
y—x

5. Sean z,y € R con x < y. Muestre que existe z € R tal que x + w < y para todo
w < z.

6. Dado un nimero real x < 7, muestre que existen reales y < —1 y 2z < 8 tales que
r=y+z.

7. Muestre que para todo = € R existen y,z € Rtalesquey <3, 2>6yx=y+ 2.

8. Sea x un numero real tal que 2 < z < 5, muestre que existen dos nimeros reales a, b
talesque 1 <a <3, 1<b<2yz=a+b.

9. Una version mas general de los ejercicios anteriores es la siguiente. Recuerde la nocion
de suma y producto de conjuntos dada en el ejercicio 5 de la seccion 2.3. Muestre que
si a < b, c < d son reales, entonces

(@,6) + (¢, d) = (a+b,c+d).
Sugerencia:

a) Muestre que
(a,b) ={a} +{b—a}-(0,1).

Esto se puede escribir de manera equivalence como sigue:
(a,b) = (b—a)(0,1) + a.

b) Use lo anterior para mostrar que (a,b) + (¢,d) = (a + b, ¢+ d).

10. Sea z un numero real tal que 1 < x < 6, muestre que existen dos ntmeros reales a, b
talesque 1 <a<3,1<b<2yx=ab

11. Sea A C R acotado superiormente y ¢ una cota superior de A. Muestre que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) c es el supremo de A.

(ii) Para todo r € Q% existe z € A tal que c —r <z < c.

12. Sean ;s € Ry n € N con n > 0. Muestre que
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A = [(V2,6) U (6,+00)] N Q

B = {ceR: Paratodot > cexiste x € A tal que ¢ < x < t}.

Determine todos los elementos de B.

14. Sean a,b € R con a < b,y t € R tal que 0 <t < b — a. Muestre que

R = (a,b) + {tn: n € Z}.

Sugerencia: Use la funcidon parte entera para mostrar que para cada r € R existe un
entero n tal que

r—a
n<T§n+1.

Observe que n +1 < n + b_Ta

2.10. Subconjuntos densos de R

Definiremos ahora la nociéon de subconjunto denso de R de manera anédloga a como lo
hiciéramos para los racionales (ver la definicion 1.26).

Definicion 2.33. Sea D C R, diremos que D es denso en R si para todo par de reales r, s
con r < s, existe un elemento d € D tal que r < d < s.

El teorema 2.32 nos dice que Q es un subconjunto denso de R. Existen muchos subcon-
juntos de R que son densos. Veremos a continuaciéon que el conjunto de los irracionales es
uno de ellos.

Teorema 2.34. El conjunto de los nimeros irracionales es denso en R.

Demostracion: Sabemos que /2 es un irracional. Mostraremos primero que el siguiente con-
junto es denso en R

D={qV2: ¢€Q}.

Y a partir de esto mostraremos que el conjunto de los irracionales es denso en R. Sean 7, s
reales tales que s < r. Mostraremos que existe un elemento a en D tal que s < a < r. Como
1/v/2 > 0 (;por qué?) se tiene que s/v/2 < r/+/2. Como Q es denso en R (por el teorema
2.32) sabemos que existe un racional ¢ tal que

s/V2 < q<r/V2

Y de esto se obtiene que
s<V2-qg<r
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Como V2 - ¢ € D, entonces concluimos que D es denso en R.
Observemos ahora que

D\ {0} CL

En efecto, para cualquier racional ¢ distinto de 0 el nimero v/2 - ¢ no puede ser racional: si
lo fuera, entonces /2 también seria racional (;por qué?).

Mostremos que I es denso en R. Sean r,s € R tales que » < s. Como D es denso en R
entonces existe ¢t € D tal que r < ¢t < s. Si t # 0, ya observamos que D \ {0} C I por lo
tanto t € I. En el caso que t = 0, usamos de nuevo el hecho que D es denso para obtener
t' € D tal que r <t' < 0 < sy ahora t’ es irracional. 0

Ejercicios 2.10

1. Muestre que los siguientes conjuntos son densos en R
a) {gV5: ¢€Q}.
b) {g+v2: ¢€Q}.
¢c) {4—v3:qeqQ}

2. Determine cuales de los siguientes conjuntos son densos en R.

)
)
)
d) N
e) Z
f) {2% n € N}
9) {#£5+: neN}
h) {m+2<: m,neZn#0}
i) {m* 5 meZneN}
j) R\Z

3. Muestre que el siguiente conjunto es denso en R

m
— 7 }
{10" meZ,neN

(Sugerencia: Use la proposicion 1.32)

4. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas. Justifique su respuesta, es
decir, de una prueba en caso de ser verdadera y un contraejemplo en caso de ser falsa.

a) Sea D C Q. Si D es denso en R, entonces D es denso en Q.
b) Sea D C Q. Si D no es denso en R, entonces D no es denso en Q.
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c) Sea D C R. Si D es denso en R, entonces D es denso en Q.
d) Sean £ C D C R tales que E es denso en R. Entonces D también es denso en R.

e) Existen dos subconjuntos D, E de R que no son densos, pero tal que D U E es
denso.

5. Sea D C R un subconjunto denso en R. Sea r € R un real cualquiera distinto de 0.

Definimos
rD={rx:xe€D} y D+r={r+d:de D}.

a) Muestre que rD y r+ D son densos en R. En particular concluya que el conjunto
de todos los nimeros reales de la forma ¢v/2 con ¢ un racional es denso. Igual-
mente, concluya que el conjunto de los reales de la forma g + v/2 es denso en R .
(Sugerencia: Ver la demostracion de que los irracionales son densos en R).

b) Muestre que (Q ++/2) N (Q + /3) = 0.
¢) Muestre que si 7 es un irracional, entonces (Q 4+ r) N Q = 0.
d) De los ejercicios anteriores deduzca que existen tres subconjuntos densos E, F'y

GdeRtalesque ENF =0, FNG=0y ENG = 0.

6. Muestre que si D es denso en R, entonces para cualquier conjunto no vacio £ C R el
conjunto D + E es denso en R.

7. Muestre
Q+(0,1) =R,

8. Sea D C R denso y a < b reales. Muestre que

D + (a,b) =R.

9. Sea £ C R tal que Q + E = R. Muestre que £ N Q # (.

2.11. Propiedades del supremo y del infimo

La experiencia acumulada hasta ahora sobre la nociones de supremo e infimo nos permi-
tird en esta seccion presentar algunos resultado generales. Comenzaremos haciendo explicito
un criterio que hemos usado varias veces en la secciones anteriores.

Teorema 2.35. Sea A C R un conjunto acotado superiormente. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(1) c es el supremo de A

(11) ¢ es una cota superior de A y para todo t < ¢ existe r € A tal que t <r < c.

Demostracion: Veamos que (i) implica (ii). Supongamos que c es el supremo de A y sea t < c.
Por definicién de supremo, tenemos que ¢ no puede ser una cota superior de A. Por lo tanto,
existe r € A tal que t < r y como ¢ es una cota superior de A, entonces r < c.
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Veamos que (ii) implica (i). Supongamos ahora que (ii) se cumple y mostremos que c es
el supremo de A. Por hipdtesis ¢ es una cota superior de A, asi que so6lo falta ver que c es la
menor de la cotas superiores de A. En efecto, por (ii) tenemos que si t < ¢, entonces t no es
una cota superior de A. Por lo tanto todas las cotas superiores de A son mayores o iguales
a c.

O

Tenemos una caracterizacion del infimo similar a la que probamos en 2.35 para el supremo.
Dejamos la demostraciéon como un ejercicio.

Teorema 2.36. Sea A C R un subconjunto acotado inferiormente. Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(1) c es el infimo de A.

(11) ¢ es una cota inferior de A y para todo t > ¢ existe r € A tal que ¢ <r < t.

El siguiente resultado nos dice como calcular el supremo de AU B.

Teorema 2.37. Sean A y B dos subconjuntos de R acotados superiormente. Entonces AU B
es acotado superiormente y ademds

sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.
Demostracion: Hay dos casos posibles: sup A < sup B o sup B < sup A.
Caso 1. Primero supondremos que sup A < sup B. Esto nos dice que
méx{sup A, sup B} = sup B
y por consiguiente lo que debemos mostrar es que
sup(A U B) = sup(B).

Para comenzar mostraremos que A U B es acotado superiormente. En efecto, sea x €
A U B. Hay dos alternativas: t € Ao x € B. Si x € A, por definicién del supremo
tenemos que x < sup A y como estamos suponiendo que sup A < sup B, entonces
x < sup B. De igual manera, si x € B, entonces por definiciéon de supremo tenemos
que x < sup B. Hemos mostrado entonces que z < sup B para todo =z € AU B. Esto
dice que sup B es una cota superior de AU B.

Para mostrar que sup B es el supremo de A U B usaremos el teorema 2.35. Como
ya mostramos que sup B es un cota superior de A U B, s6lo nos queda verificar la
condicion (ii) en 2.35. Sea entonces r < sup B. Entonces r no es una cota superior de
B, por consiguiente existe x € B tal que r < z < sup B. Pero obviamente x también
pertenece a AU By con esto queda verificada la condicion (ii).

Caso 2. Ahora supondremos que sup B < sup A. Queremos mostrar que

sup(AU B) = sup(A4).
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Notemos que el papel que juegan A y B es simétrico, esto es, podemos sustituir A por
By B por A en el enunciado y obtenemos un enunciado equivalente al original. Esto
nos garantiza que el caso que ya analizamos muestra que si sup B < sup A, entonces
sup(AU B) = sup(A). Y con esto terminamos la demostracion del segundo caso.

Ejercicios 2.11

. Considere el conjunto

A=(1,3] U (4,8)

y la siguiente afirmacion:
Para todo t < c existe x € A tal que t < x < c.

Muestre que si ¢ = 4 esta proposicion es falsa, pero para ¢ = 7 es verdadera. ;Qué
relacion guarda este ejercicio con el teorema 2.357

. Sea

A=T[1,5) U (6,9].

Determine si la siguiente afirmacion es verdadera o falsa:
Para todo t < £ existe r € A tal que ¢t <r < L.

. Que relacion guarda este ejercicio con el teorema 2.357

Ahora responda la misma pregunta pero para la siguiente afirmacion.

Para todo ¢t < 12—9 existe r tal que t <r < 12—9.

. Sea

B={ceR: Paratodo t < c existe z € A tal que t < x < c}.

Dé toda la informaciéon que pueda acerca de B para cada uno de los siguientes valores

de A.

a) A=11,2)

b) A=1{1,2,3,4,5} U [9,24)

¢c) A=(2,3)U(3,5]

d) A=(1,6] U {7, 232,?,8}

e) A {nJrl : n €N}

a) Sea A un conjunto acotado superiormente y ¢ un real que satisface que para todo

t < cexister € Atal quet <r <c¢ ;Es cel supremo de A?
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b) Sea A un conjunto acotado superiormente y ¢ una cota superior de A que ademés
satisface que para todo t < ¢ existe r tal que t < r < ¢ {Es c el supremo de A?

. Qué relacion guarda este ejercicio con el teorema 2.357

Sea A C R un subconjunto acotado inferiormente. Muestre que los siguientes enuncia-
dos son equivalentes.

a) ces el infimo de A.

b) c es una cota inferior de A y para todo t > ¢ existe r € A tal que ¢ <r < t.

Sean A, B C R acotados inferiormente. Muestre que AU B es acotado inferiormente y

ademés que
inf(AU B) = min{inf(A), inf(B)}.

Sean A y B subconjuntos de R acotados superiormente tales que A N B # ().

a) Muestre que
sup(A N B) < min{sup A, sup B}.

b) Halle dos conjuntos tales que la desigualdad anterior sea una igualdad

c¢) Halle dos conjuntos tales que la desigualdad anterior sea estricta.

Sea A un subconjunto de R con las siguientes propiedades

a) Siz € Ay y <z, entonces y € A.

b) A#N0D.

c) A#R.

d) Six € A, entonces existe algin y € A tal que = < y.

Muestre que A es acotado superiormente y que A = {r € R : r < supA} (Sugerencia:
Recuerde que para mostrar que dos conjuntos X e Y son iguales se debe mostrar que
todo elemento de X pertenece a Y y también que todo elemento de Y pertenece a X.
Es decir, hay que mostrar que X C Y y también que Y C X).

Recuerde que dados dos subconjuntos A, B de R definimos (ver ejercicio 5 de la seccion
2.3)
A+B={x+y: x€ Ay € B}.

a) Sean Ay B dos subconjuntos de R acotados superiormente. Muestre que
sup(A+ B) =sup A + sup B.

(Sugerencia: Para ver que sup(A + B) < sup A + sup B, basta mostrar que
supA + supB es una cota superior de A + B. Por otra parte, para ver que
supA + sup B < sup(A + B), muestre que dado a € A cualquiera, se tiene que
sup(A-+ B) —a es una cota superior de B. De esto deduzca que sup(A+ B)—sup B
es una cota superior para A).
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b) Sean Ay B dos subconjuntos de R acotados inferiormente. Muestre que
inf (A+ B) =inf A + inf B.
10. Recuerde que dados dos subconjuntos A, B de R definimos
A-B={zx-y: x€ A,y B}

a) Sean Ay B dos subconjuntos de Rt = {z € R: z > 0} acotados superiormente.
Muestre que A - B es acotado superiormente y

sup(A - B) =sup A - sup B.

b) ;Qué puede decir en general acerca del supremo de A - B?

11. Sea A C R, definimos el conjunto —A de la manera siguiente
—A={-reR: reA}

a) Suponga que A C R no es vacio y es acotado inferiormente. Muestre que —A estéa
acotado superiormente y ademés que

—sup(—A) = inf(A).

b) Use el ejercicio anterior para dar otra demostracion de que todo conjunto no vacio
de ntmeros reales que sea acotado inferiormente tiene infimo.

12.  a) Sean A y B dos conjuntos no vacios de ntimeros reales. Supongamos que a < b
para todo a € A y todo b € B. Muestre que:
(i) sup A < b para todo b € B.
(ii) sup A < inf B
b) De un ejemplo de dos conjuntos de ntumeros reales A y B no vacios tales que a < b
para todo a € Ay todo b € B.
13. Sean A, B dos subconjuntos de R tales que A C By A # ().
a) Muestre que si B es acotado superiormente, entonces A también lo es y en este
caso se cumple que sup A < sup B.

b) De manera similar, muestre que si B es acotado inferiormente, entonces A también
lo es y ademés inf B < inf A.

¢) Suponga que B no es acotado superiormente (y A C B) ;Es posible que A sea
acotado superiormente? Si su respuesta es “si”, de un ejemplo.

d) (Existiran subconjuntos de R tales que A C B, B acotado superiormente, A # B
ysupA=supB ?
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Ejercicios suplementarios para el Capitulo 2

1. Determine si los siguientes subconjuntos de R son acotados superiormente y /o acotados
inferiormente, en caso que lo sean, halle su supremo y/o su infimo. Determine ademaés
si tienen méaximo y/o minimo.

a) {245 : n € N} (Ayuda: Bl infimo es 2)
b) ;’,:‘jf; :n € N} (Ayuda: El supremo es %)
¢) 2212 n € N} (Ayuda: El supremo es 1)
d) {12 ¢ N} (Ayuda: El mfimo cs
¢) {25 n €N}

f) {Z2 ineN}

9) % :n € N}

h) 7:;__—2”"22 :n € N}

i) 63__2752 :n € N}

) A{T-5L neN}

k) {7+ 55 ineN}

D) {3t on e N}
m) {2 g eQ, ¢> 1}

n) {345 v eR 2> 1}

n) {2 2>1, zeR}

0) {z%: x<1, v €R}

p) {3 : neN}

q) {1—,1%8: neNyn>1}

r) {8— 55— neN}

s) {6*: z € Z}

t) {(=5)": z e Zj

u) {n": n €N}

v) {L: neN}

w) {"Eg7 ne N}
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Capitulo 3

Relaciones

En este capitulo introduciremos el concepto de relaciéon sobre un conjunto. Este es un
concepto importante en matematicas. Para nosotros su mayor utilidad reside en que en
él se basa la definicién de funciéon que veremos en un capitulo posterior. Por esto, si hay
limitaciones de tiempo, basta leer hasta la seccion 3.3. Como ejemplo del uso del concepto
de relacion, incluimos un breve introduccion a la nocién de grafo.

3.1. El producto Cartesiano

En esta seccion introduciremos otra operacion entre conjuntos. Sean A y B dos conjuntos
ninguno de ellos vacio. Para cada a € A y cada b € B formamos el par ordenado

(a,b).

El elemento a se llama la primera componente del par ordenado (a,b) y b la segunda
componente. La coleccion de todos los pares ordenado (a,b) con a € Ay b € B se llama el
producto Cartesiano ! de A por B y se denota por A x B.

AxB={(a,b): ac Aybe B}.

Como su nombre lo indica, el orden en un par ordenado es importante pues dos pares
ordenados (a,b) y (¢, d) son iguales si se cumple que a =cy b =d.

(a,b) = (¢,d) si, y sdlosi,a=cyb=d.

!La palabra Cartesiano hace referencia al nombre del filésofo y matematico francés René Descartes (1596-
1650) quién fué el creador de la geometria analitica.
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Ejemplo 3.1. Veamos como se usa la definicion de igualdad de pares ordenados. Mostraremos
que (a,b) = (b,a) si, y so6lo si a = b. Debemos mostrar dos cosas: (i) Supongamos que
(a,b) = (b,a), entonces por la definicion de igualdad de pares ordenados obtenemos que
a = b. (ii) Supongamos que a = b, entonces las primeras y segundas componentes de (a,b) y
(b, a) son iguales y por lo tanto (a,b) = (b, a). O

Ejemplos 3.2. 1. Sea A= {1,2} y B = {p,q,r} Entonces tenemos que

Ax B = {(1,]9), (LQ)’ (1’T>’ (2,]?), (2>Q)7 (27T)}'

2. Sea A = B = {1, 2} Entonces
Ax B={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}.

Observe que (1,2) # (2,1) a diferencia de lo que ocurre con los conjuntos donde el
orden no es importante, pues {1,2} = {2,1}. El par (1,1) es legitimo, en cambio el
conjunto {1, 1} es en realidad el conjunto {1} pues no hace falta repetir los elementos.
En algunos libros los pares ordenados se denotan por < 1,2 > para evitar una posible
confusion con el intervalo (1,2) de la recta real. Nosotros mantendremos la notacion
maés tradicional de (a,b) para pares ordenados pues el contexto siempre aclarara a qué
nos estamos refiriendo.

3. El producto cartesiano de un conjunto A consigo mismo también se acostumbra denotar
por A% en lugar de A x A.

4. Si A tiene un solo elemento, digamos {a}, también podemos formar A x B y obtenemos
{a} x B={(a,b) : b € B}.
O

Los pares ordenados y el producto cartesiano son muy ttiles para modelar situaciones
reales. A continuacién damos un ejemplo que ilustra lo que acabamos de decir.

Ejemplo 3.3. Si se tira dos veces una moneda al aire y convenimos en representar con la
letra ¢ si sale “cara” y con s si sale “sello”, entonces todos los resultados posibles son: cs,
cc, ss'y sc. Podemos usar el producto cartesiano {c, s} x {c, s} para representar todas las
posibilidades

{07 S} X {07 S} - {(07 S)> (C, C)? (‘97 5)7 (57 C)}
O
Ejemplo 3.4. (El plano Cartesiano) El conjunto R? que consiste de todos los pares orde-

nados de ntimeros reales sirve para representar un plano. El conjunto R? generalmente se
representa por un sistema de coordenadas, llamadas precisamente coordenadas Cartesianas.
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(z,y)

Ejemplos 3.5. Podemos definir subconjuntos interesantes de R? usando x.

1. Consideremos el intervalo de la recta real [0, 1] que consiste de todos los nimeros reales
x tales que 0 < x < 1. El producto cartesiano [0, 1] x [0, 1] tiene una interpretacion
geométrica: un cuadrado de lado 1.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

2. Sea A el intervalo cerrado [1,3] y B el intervalo abierto (1,3). El conjunto A x R se
representa de la siguiente manera.
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O

Podemos formar el producto cartesiano de tres conjuntos: A x B x C. Para esto se
introduce el concepto de una tripleta ordenada (a,b,c) dondea € A,be By ce C.

AxBxC={(z,y,2): v € A,y € B,z € C}.

Al igual que con el producto cartesiano de dos conjuntos, se acostumbra a escribir
A3,
en lugar de A x A x A.

Ejemplos 3.6. 1. (El espacio tridimensional) El conjunto R que consiste de todas las
tripletas ordenadas de ntimeros reales se usa para representar el espacio tridimensional.

2. (El cubo) El conjunto [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] tiene una interpretacion geométrica natural:
El cubo de lado 1.

| (0,0,1)

(1,0,1) i 1,1,1)

(1,0,0)

(1,1,0)
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3.1.1. Algunas propiedades del producto cartesiano
Ahora veremos alguna propiedades de la operacion X.
Ejemplo 3.7. Sean A, B y C conjuntos cualesquiera. Mostraremos que
Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax ().

Debemos verificar dos cosas:

(i) Ax (BUC)C (Ax B)U(Ax(C)

y
(i) (AxB)U(AxC)C Ax (BUCQ).

Veamos (i). Sea (z,y) € A x (BUC), entonces x € Ay y € (BUC). Luego hay dos
casos a considerar:

Caso a: Supongamos que y € B. Entonces como = € A, se tiene que (z,y) € A x B,y por
lo tanto (x,y) € (A x B)U (A x C).

Caso b: Supongamos y € C. Entonces como = € A, se tiene que (z,y) € A x C, y por lo
tanto (x,y) € (A x B)U (A x ().

Veamos (ii). Sea (x,y) € (A x B) U (A x C). Entonces hay dos casos a considerar:

Caso a: Supongamos (z,y) € A x B. Entonces x € Ay y € B. Por lo tanto y € BUC'y
en consecuencia (z,y) € A x (BUC).

Caso b: Supongamos (z,y) € A x C. Entonces € Ay y € C. Por lo tantoy € BUC'y
en consecuencia (z,y) € A x (BUC).

|

Ejemplo 3.8. Hay otra forma de presentar las demostraciones en el algebra de conjuntos.
Usaremos el ejemplo anterior para ilustrar lo que queremos decir. Para probar la igualdad

Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(),
debemos mostrar que dado x, y cualesquiera se cumple que
(,y) e Ax(BUC) & (z,y) € (Ax B)U(Ax ().
Iremos mostrando una serie de equivalencias y la tltima de ellas sera la deseada.
(x,y) e AX(BUC) & (zeA)AN(yeBUC)
& (xeA)A [(yeB) VvV (yeO)
& [(eeA) AyeB)] V|zecA) A (yel)
& [(zy) e AxB]V [(z,y) € Ax (]

< (r,y) € (Ax B)U(Ax(C).
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Observe que hemos introducido los paréntesis y corchetes para evitar ambigiiedad logica
con los conectivos. En el tercer paso hemos usado la ley distributiva de la 16gica proposicional
que dice lo siguiente

pA(gVr)<= (pAq)V(pAT).

Ejemplo 3.9. Sean A, B y C conjuntos. Entonces
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).

En efecto,
(x,y) e Ax(BNC) & (xz€A) AN (yeBnC)

& (eA)N[(yeB) A (yel)
& [(zeA) A (yeB) Al(zeAd) A (yel)
& [(r,y) € AxB] A [(z,y) e Ax(C]
& (ryy) e (AxB)N(AxCO).
En este ejemplo hemos usado la siguiente equivalencia logica:

pA(GAT) = PN N(PAT).

Ejercicios 3.1
1. Sean A ={1,2}, B={-1,-2,-3}, C ={a,b,c}, D={4} y E={1,2,3}.

a) Determine por extension los siguientes conjuntos
(i) Ax B (i) Ax BxC (iii) Bx A
(iv) AxC x A (v) A3 (vi) B2 x D

b) Muestre que A x B C E x B.
¢) Muestre que (A x B)N (B x B) = 0.
d) Muestre que A x B # B x A.

2. Represente en el plano Cartesiano R? los siguientes conjuntos

a) [0,4] x [-1,2)
b) (3,6) x (3,7)
c¢) (1,4] x (3,+00)
d) [0,2) xR
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e) R x[1,3]
£) (10,2) xR) N (R x [1,3])

., Cual figura geométrica se podria representar con los siguientes conjuntos?

a) [0,1] x {1}
b) [0,1] x {0} U [0,1] x {1} U {0} x [0,1] U {1} x [0,1]

. Mencionamos en el texto que un cubo se puede modelar con el conjunto

[0,1] x [0, 1] x [0, 1].
A que parte del cubo corresponden los siguientes conjuntos?:
a) [0,1] x [0,1] x {1}

b) [0,1] x {1} x {0}
¢) {1} x [0,1] x [0,1]

. Sean A, By C conjuntos, muestre las siguiente afirmaciones:

a) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)
b) Ax(B\C)=(AxB)\ (Ax0(C),

) Si AC B, entonces A x C C B x C,

)

Ax () =0.

Cc

d

. En los siguientes ejercicios daremos un argumento que podria ser una “demostracion”.

Determine cudles de las afirmaciones son correctas y cuales argumentos son correctos
y completos. Justifique su respuesta.

a) Afirmaciéon: (A x B)UC = (A x C)U (B x C).
“Demostracion’
re€(AxB)UC si,ysolosi x€ AxB 6 zeC

si,ysolosi €Ay xeB 6 xzel’
si, ysolosi x € (AxC)U (B xC).

O
b) Afirmacion: Si Ax B=Ax Cy A=# (), entonces B = C.
“Demostracion’
AxB AxC(C
A A
por lo tanto B = C. O

¢) Afirmacion: Si Ax B=AxCy A=#(), entonces B = C.
“Demostracion”: Mostraremos primero que B C C. Sea b € B. Como A # ()
escogemos a € A. Entonces (a,b) € A x B. Luego por hipétesis tenemos que
(a,b) € Ax Cy por lo tanto b € C. Esto muestra que B C C.

La prueba de que C' C B es anéloga. O
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7. Todos los conceptos usados en matematicas pueden ser expresados en términos de
conjuntos. Por ejemplo, el concepto de par ordenado puede ser definido de la manera
siguiente: Dados a € A y b € B, se define (a,b) (usaremos provisionalmente esta,
notacion) como el conjunto

{{a},{a,0}}.

a) Sea A = {1,2} y B = {3,4}. Determine todos los elementos de {(a,b) : a €
Aybe B},

b) Muestre que para cada a € Ay b € B se cumple que (a,b) € P(P(AU B))

¢) Muestre que la definicion de (a, b) satisface la propiedad fundamental de los pares
ordenados, a saber, (a,b) = (¢,d) siysolosia=cyb=d.

3.2. Relaciones

La nocion de relacion es usada frecuentemente en la vida diaria. Un ejemplo muy “fami-
liar” es la relacion “ser padre de’. Veamos otros ejemplos de relaciones antes de introducir la
definiciéon matematica.

Ejemplo 3.10. Consideremos la coleccion C' de todas las ciudades de Venezuela. Diremos
que dos ciudades ¢ y d estan relacionadas si se puede viajar (no importa con que linea aérea)
de ¢ a d sin hacer escalas. Denotaremos este hecho con el simbolo cRd. Por ejemplo,

Caracas R Mérida y Caracas R Porlamar

pero no es cierto que Mérida R Porlamar. Cada par de ciudades relacionadas ¢ y d puede
ser considerado como el par ordenado (¢, d). La relaciéon R la podemos entonces representar
como el siguiente conjunto de pares ordenados:

R ={(¢,d) € C' x C: Existe un vuelo sin escalas de c a d}.

Por ejemplo, tenemos que (Caracas, Mérida) € R y (Mérida, Porlamar) ¢ R.

Las bases de datos de las lineas aéreas y agencias de viajes guardan la informacion sobre
los vuelos de la manera en que la hemos presentado en este ejemplo (esas bases de datos se
conocen como bases de datos relacionales). O

Ejemplo 3.11. Consideremos la relacion < de orden estricto entre ntimeros naturales. Pode-
mos representar esta relacion como una coleccion de pares ordenados de la manera siguiente:

R={(n,m) e NxN:n<m}.

Por ejemplo, (3,5) € Ry (4,2) € R. Por supuesto que ésta no es la manera usual de expresar
la relacion de orden, pero nos sirve para motivar la definicién que daremos a continuacion.
O

Los dos ejemplos que hemos presentado tienen en comun que la relaciéon en cuestion fue
representada en términos de colecciones de pares ordenados y esto es la clave de la siguiente
definicion.
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Definicion 3.12. Una relacion entre dos conjuntos A y B es un subconjunto de A x B.
En este caso diremos que R es una relacion de A en B.

Observe que decir que R es una relacion de A en B no es lo mismo que decir que R es
una relacion de B en A. Las relaciones entre dos conjuntos se conocen también por el nombre
de relaciones binarias. Cuando A es igual a B diremos que R es una relacion sobre A.

El concepto de relacion incluye muchas posibilidades como veremos en los ejemplos a
continuacion.

Ejemplos 3.13. 1. Sea A ={1,2}, B={3,4} y R ={(1,3),(1,4)}. Tenemos que R es
una relacion entre A y B. Pero R no es una relacion entre B y A.

2. Otro ejemplo de una relaciéon de A en B consiste en tomar todos los pares ordenados
(a,b) € Ax B. Es decir, si ponemos R igual a A x B, tenemos que R es una relacion de
A en B. Segun esta relacion cada uno de los elementos de A esté relacionado con cada
uno de los elementos de B (;Puede imaginarse un ejemplo de la vida diaria donde se
de esta situacion?).

3. La relacion de divisibilidad: sean a, b enteros con a # 0, diremos que a esta relacionado
con b (y escribimos a|b) si existe un entero k tal que b = ka. Por ejemplo, 3|6 y 4 /6.

4. Sea A un conjunto cualquiera. Definimos una relacion binaria entre A y P(A) de la
manera siguiente

R={(z,B)e AxP(A):x € B}.

Entonces (z, B) estd en R precisamente cuando x € B. Es decir, € relaciona los ele-
mentos de A con los elementos de P(A).

Por ejemplo, en el caso que A = {1, 2,3} tenemos que
BAL3)eR y (2,{1,3}) ¢ R.

5. La relacion de subconjunto C. Para adaptar este ejemplo a la definciéon 3.12 trabajare-
mos con subconjuntos de un conjunto universal U. Definimos R de la manera siguiente:

R={(C,D) e P(U)x P(U): C C D}.

Dados dos subconjuntos C, D de U, se cumple que C' C D si y solamente si (C, D) € R.
Observe que R es una relacion sobre P(U).

Por ejemplo, en el caso que U = N, tenemos que
({L21{1,2,3) e Ry ({1,2},{1,3}) € R.

6. El conjunto vacio §) es un subconjunto de A x B y en consecuencia es otro ejemplo
de relacion de A en B. Este es un ejemplo “extremo” de relacion, pues en realidad no

relaciona a ningin elemento de A con ninguno de B.
O
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Si R es una relacion binaria, también escribiremos
xRy

cuando x e y estan relacionados segin R, es decir, si (z,y) € R. Es muy frecuente que las
relaciones se denoten con un simbolo especial. Por ejemplo la relaciéon de orden estricto <,
la relacion de divisibilidad |, la de pertenencia €, la de subconjunto C, etc.

En muchos casos es importante conocer cuéles elementos de A realmente estan relaciona-
dos con algtin elemento de B. Y también es 1til saber para cuales elementos de B existe
alguno de A relacionado con él. Estas ideas las precisamos a continuacion.

Definicion 3.14. Sea R una relacion binaria entre los conjuntos A y B. El dominio de R,
denotado por dom(R), es el conjunto formado por todos aquellos elementos a de A tales que
(a,b) estd en R para algin b en B.

El rango de R, denotado por rango(R), es el conjunto formado por todos aquellos ele-
mentos b de B tales que (a,b) estd en R para algin a en A.

Usando otra notacién podemos expresar las nociones de rango y dominio de una relaciéon
de la siguiente manera:

dom(R) = {a€ A: aRb para algin b € B}

rango(R) = {b€ B: aRb para algtn a € A}.

Ejemplo 3.15. Sea A = {1,2}, B ={3,4} y R = {(1,3),(1,4)}. Entonces por inspeccion
tenemos que dom(R) = {1} y rango(R) = {3,4}

Dejemos A y B como en ejemplo anterior, es decir, A = {1,2} y B = {3,4}. Pero ahora
tomemos como R al conjunto {(1, 3), (2,3)}. Entonces por inspeccion tenemos que dom(R) =
{1,2} y rango(R) = {3}. Este ejemplo muestra que el rango y el dominio dependen de la
relacion R que estemos estudiando. O

Ejemplo 3.16. Consideremos la relacién de orden estricto en N. En términos de conjuntos
tenemos que nuestra relacion R viene dada por

R={(n,m) e NxN:n<m}.
Afirmamos que dom(R) = Ny rango(R) = {n € N: 0 < n}. En efecto:

(1) rango(R) = {n € N: 0 < n}: Para mostrar la igualdad de estos dos conjuntos debemos
mostrar dos cosas: (i) rango(R) C {n e N: 0 < n}y (ii) {n € N: 0 < n} C rango(R).

(i) Sea n € rango(R). De la definicion de rango se concluye que n € N y también, y
esto es lo m &s importante, que existe m € N tal que (m,n) € R. Es decir, m < n.
Por consiguiente n # 0, luego n > 1.
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(ii) Sean € N con n > 1, queremos ver que n € rango(R). Como n > 1, tenemos que
n—12>0,luegon —1€Nyademés n — 1 < n. Por lo tanto, (n —1,n) € R. Es
decir, n € rango(R).

(2) dom(R) = N: De manera similar, mostraremos dos cosas: (i) N C dom(R) y (ii)
dom(R) C N.

(i) Sea n € N, queremos mostrar que n € dom(R). En efecto, simplemente notemos

que (n,n+1) € Rpuesn <n+ 1.
(ii) De la propia definicién de dom(R) se deduce que dom(R) C N.

a

Ejemplo 3.17. Sea R la relacién de pertenencia definida entre elementos de un conjunto A
y el conjunto de partes de A. Es decir,

R={(x,B) e Ax P(A): x € B}.

Vemos que dom(R) = A, pues dado cualquier a € A tenemos, por ejemplo, que (a, A)
Por otra parte, rango(R) = P(A) — {0}, pues para ningin a € A se cumple que (a, )
O

R.

S
€ R.

Ejercicios 3.2

1. Determine el dominio y el rango de las siguientes relaciones.

a) B={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}

b) R = {<_171)7(_272)7(_373)7(_474>7(_575)}

c) R={(n,2n): n €N}

d) R={(n,2n+1): n e N}

e) R={(1,1).(1,3),(L35), (L 3),(135).(1,5).13)}

2. Sea A ={0,1,2}. Definimos una relacion R sobre A de la manera que se indica. Escriba
R como un conjunto de pares ordenados y determine su dominio y su rango.
a) nRm, sin <m.
) nRm, sim-n=0.
) nRm, sim+n € A.
d) nRm, si m = méax{n, 1}.
) nRm, si m? +n? = 3.
3. Considere la relacion R de {1,2} en P({1,2}) dada por
R={(x,B) € {1,2} x P({1,2}) : = € B}.
a) Determine todos los elementos de R.

b) Determine el rango y el dominio de R.

4. Halle dos relaciones Ry @ sobre {1,2 3} tales que dom(R) = dom(Q), rango(R) =
rango(Q) pero R # Q.
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3.3. Relaciones reflexivas, simétricas y transitivas

Ahora nos restringiremos a estudiar relaciones binarias definidas entre los elementos de
un mismo conjunto: aquellas relaciones de A en A (es decir el caso en que A = B en la
definicion 3.12). En este caso diremos que R es una relacion sobre A. ;jCuéntas relaciones se
pueden definir sobre un conjunto? Una relacion sobre A es, por definicién, un subconjunto
de A x A. Por lo tanto, la coleccion de relaciones sobre un conjunto A es precisamente
P(Ax A). Por esto existen tantas relaciones sobre A como elementos tenga P(A x A). Ahora
bien, ;Cuantos elementos tiene P(A x A)? Veremos mas adelante que si A tiene n elementos,
entonces A x A tiene n? elementos. Por lo tanto P(A x A) tiene 2" elementos. Asi que, si A
tiene n elementos, entonces se pueden definir 2"* relaciones binarias sobre A. Por ejemplo,
si A es {0,1}, entonces existen exactamente 16 relaciones binarias sobre {0, 1}.

Cierto tipo de relaciones binarias aparecen con mucha frecuencia en Matematicas y por
esto han recibido un nombre especial. Introduciremos algunas de ellas a continuacion.

Definiciéon 3.18. Sea R una relacion binaria sobre un conjunto A.

1. Se dice que R es reflexiva si (a,a) € R para todo a € A. De manera equivalente,
tenemos que R es reflexiva si

aRa para todo a € A.

2. Se dice que R es simétrica si cada vez que (a,b) € R entonces también se cumple que
(b,a) € R. Es decir
Si aRb, entonces bRa.

3. Se dice que R es antisimétrica si cada vez que (a,b) € R y (b,a) € R, entonces se
tiene que a = b. Es decir

St aRb y bRa, entonces a = b

4. Se dice que R es transitiva si dados a,b,c € A tales que (a,b) € R y (b,c) € R,
entonces se cumple que (a,c) € R. Es decir

St aRb y bRc, entonces aRc.

En la vida diaria usamos con frecuencia relaciones transitivas. Por ejemplo la relacion
mas temprano que entre sucesos en el tiempo, mds pesado que entre objetos, dentro de entre
objetos son todas relaciones transitivas. También usamos relaciones que no son transitivas.
Por ejemplo la relacion ser padre de entre personas no es una relacion transitiva. Algunos
juegos usan reglas que dan lugar a una relaciéon no transitiva. Por ejemplo, la regla del
conocido juego infantil Piedra (I), Papel (P) o Tijera (T) establece que Ile gana a T, T le
gana a P, Ple gana a I. Pero I no le gana a Py por lo tanto esta relacion no es transitiva.
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Ejemplo 3.19. Consideremos la relacion R sobre A = {1,2, 3,4} dada por
R=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4), (3,3), (4,4)}.
(a) R es reflexiva, pues para cada a € {1,2,3,4} se cumple que (a,a) € R.
(b) R no es simétrica, pues por ejemplo tenemos que (1,2) € R pero (2,1) € R.

(c) R es transitiva, para esto debemos verificar que si (a,b) y (b,c) estan en R, en-
tonces (a,c) también pertenece a R. Veamos algunos casos concretos. Por ejemplo,
(1,2),(2,4) € Ry vemos que (1,4) también pertenece a R. Otro ejemplo, (1,3), (3, 3)
estan en R y vemos que (1,3) también estd en R. Por supuesto, los dos casos que
hemos verificado no garantizan que la relaciéon sea transitiva. Debemos verificar todos
los casos posibles (esto lo dejamos al lector!). Otra manera, mas facil que la de verificar
todos los casos posibles, de convencerse que R es transitiva es observando que R es
en realidad la relacion de divisibilidad entre los elementos de {1,2,3,4}. En efecto,
observe que para a,b € {1,2,3,4}, se cumple que

(a,b) € R si, y solo si a divide a b.

Ahora es méas facil convencerse que es R es transitiva, pues si a divide a b y b divide a
¢, entonces a divide a c. (Verifiquelo!).

(d) R es antisimétrica. Supongamos que (a,b) € Ry (b,a) € R, entonces por una simple
inspeccion vemos que necesariamente (a,b) es uno de los siguientes pares ordenados:
(1,1), (2,2), (3,3) o (4,4). Esto muestra que R es antisimétrica.

Ejemplos 3.20. 1. Consideremos la relacion R sobre {1,2, 3,4} dada por

R=1{(1,2),(2,3),(4,1),(4,4)}.

Vemos que esta relacion no es reflexiva, pues (1,1) € R. No es simétrica, pues (4,1) € R
pero (1,4) € R. Tampoco es transitiva, pues (1,2) € Ry (2,3) € R pero (1,3) € R. Por
ultimo, R es antisimétrica, pues no existe un par (a,b) tal que (a,b) € Ry (b,a) € R.

2. Considere la relacion C sobre P({1,2,3}). Esta relacion es reflexiva, antisimétrica y
transitiva. La reflexividad se debe a que, como sabemos, para todo conjunto B se
cumple que B C B. La transitividad fue mostrada en una secciéon anterior donde
probamos que si B C C'y C C D, entonces B C D. Esta relacion es antisimétrica,
pues si B C C'y C C B sabemos que esto implica que B = (. Y por tltimo C no es
simétrica, pues por ejemplo {1} C {1,2} pero {1,2} € {1}.

3. La relacion de igualdad sobre un conjunto A. Podemos escribir esta relacion de la
manera siguiente

{(a,b) € Ax A: a=b).
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Es claro entonces que esta relacion consiste de los pares de la forma (a,a) para cada
a € A. Dejamos al lector la verificacion de que esta relacion es reflexiva, simétrica y
transitiva.

O

Los ejemplos anteriores ilustran la forma en que mostraremos que una relacion R no
tiene alguna de las cuatro propiedades que estamos estudiando (reflexividad, transitividad,
simetria o antisimetria). Lo que hicimos fué conseguir un contraejemplo de la propiedad en
cuestion. Por ejemplo, para mostrar que una relacion R no es transitiva debemos conseguir
tres elementos a,b y ¢ en el conjunto donde esta definida la relacion tales que (a,b) y (b, ¢)
estén en R pero (a,c) no esté en R.

Ejercicio: Diga explicitamente (de manera similar a como lo hicimos en el parrafo anterior
con la transitividad) qué se debe buscar para mostrar que una relacion R no es reflexiva.
Haga lo mismo para las propiedades de simetria y antisimetria.

Para mostrar que una relacién tiene alguna de estas cuatro propiedades no podemos
dar una ‘receta” general que funcione para todos los casos. En cada caso debemos analizar
la relacion dada y buscar la manera de mostrar la propiedad en cuestion. Por ejemplo, la
transitividad de la relacion del ejemplo 3.19 se puede mostrar analizando todos los casos
posibles. Pero también podemos observar una caracteristica particular de la relacion R que
facilita la verificacion.

Los siguientes conceptos son de uso muy frecuente en Matematicas

Definiciéon 3.21. Sea X un conjunto y R una relacion sobre X.
R es una relacion de orden si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
R es una relacion de equivalencia si R es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplo 3.22. 1. La relacion < en N es una relaciéon de orden. En efecto, para todo
natural n tenemos que n < n, es decir < es reflexiva. Si n < m y m < p, entonces
n < p, es decir < es transitiva. Por tltimo, sin < m y m < n, entonces necesariamente
tenemos que n = m. Por lo tanto < es antisimétrica.

2. Otro ejemplo de orden es la relaciéon de subconjunto C. Dejamos como ejercicio al
lector verificar que es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
O

Ejemplo 3.23. Considere la siguiente relacion sobre Z:
(x,y) ER siy=x6y=—x.

Afirmamos que R es una relacion de equivalencia. Es claro que R es reflexiva. Para verificar
que es simétrica sean x,y enteros tales que (z,y) € R. Entonces tenemos dos alternativa:
(i) Suponga que y = x. En este caso se cumple que (y,z) € R.
(ii) Suponga que y = —, en este caso se tiene que x = —y y por lo tanto (y,z) € R.
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Falta verificar que R es transitiva. Dejamos al lector la tarea de convencerse que si tenemos
tres enteros z,y, z tales que x # vy, y # z, (x,y) € Ry (y,2) € R, entonces necesariamente
x=z.

O

Ejercicios 3.3

1. Sea X = {1,2,3} Considere las siguientes relaciones en X. ;Cuéles son reflexivas?,
,Cuales son transitivas?, ; Cuéles son simétricas? y ;Cuales son antisimétricas?. Deter-
mine su dominio y su rango.

a) R=10

b) R ={(1,1);

¢) R={(1,1),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2)}
d) R=A{(1,2),(1,3),(2,3)}

e) R=XxX

2. Considere cada una de las siguientes relaciones en Z. ;Cuéles son reflexivas?, ; Cuales
son transitivas?, ;Cuales son simétricas? y ;Cuéles son antisimétricas?. Determine su
dominio y su rango.

a) Ry rz+y <3

S

tRyesr+y=1
rRys > +r=9y*+y

o

S

xRy & z divide a y

9]

—~

xRy < x e y son primos relativos

)
)
)
) TRy <y =2
)
)
)

g) TRy < |z| = |y| (donde |z| es el valor absoluto de x)

99, YRR

3. Considere las relaciones entre personas: “ser padre de”, “ser hijo de”, “ser esposo de” y
“ ser hermano de ”. Determine si son reflexivas, simétricas y/o transitivas.

4. Dos mujeres estan sentadas en el poyo de una ventana. Al ver que se acercan dos
hombres una de ellas dice:

“ Alla vienen nuestros padres, padres de nuestros hijos, esposos de nuestras
madres y nuestros propios maridos”.

Explique si lo que la mujer dijo es posible. En que caso que lo sea, ;que relacion guardan
entre si las dos mujeres?.

5. (Existira alguna relacion que sea a la vez simétrica y antisimétrica?
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6. Sea R una relacién sobre un conjunto A. Muestre que R es reflexiva si y solo si

{(a,

a):a€ A} CR.

7. En los siguientes ejercicios daremos una “demostracion” que debe ser corregida. Justi-
fique su respuesta.

a)

3.4.

Afirmacion: Si la relacion R es simétrica y transitiva, entonces también es re-
flexiva.

“Demostracion” Ya que R es simétrica, tenemos que si (x,y) € R, entonces
(y,x) € R. Luego como (z,y), (y,z) € Ry R es transitiva, entonces (z,z) € Ry
por lo tanto R es reflexiva. O

Afirmacion: Si las relaciones R y S son transitivas, entonces la relacion R N .S
es transitiva.

“Demostracion”: Supongamos que (z,y) € RN Sy (y,2z) € RN S. Entonces
(x,y) € Ry (y,2) € S. Luego (x,z) € RN S. O

Afirmacion: Si las relaciones R y S son simétricas, entonces la relacion RN S es
simétrica.
“Demostracion”: Sea

R = {(172)7 (27 1)7 (1v 1)? (3’ 2)’ (2’3>’ (272)}

S =1{(2,3),(3,2),(2,2),(3,4),(4,3)}.

Entonces RN S = {(2,3), (3,2),(2,2)}. Tenemos que R, S'y RN.S son simétricas.
O

Grafos y Digrafos

Las relaciones binarias sobre un conjunto pueden ser representadas graficamente a través
de unos diagramas que se conocen como digrafos. Veamos un ejemplo: consideremos la
relacion R sobre A = {1,2,3,4} dada por

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4) }.

Ya vimos que R corresponde a la relacion de divisibilidad sobre A. Para establecer el digrafo
de esta relacién, marcamos primero puntos o vértices que representan los elementos de A,
en este caso debemos dibujar 4 puntos. A continuacion, si un par (z,y) esté en la relacion,
se traza una flecha (llamada arco dirigido) desde z hasta y. En nuestro caso, tenemos el
siguiente digrafo
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Las nociones de reflexividad, simetria y transitividad de una relacién se pueden detectar
observando los digrafos correspondientes. Por ejemplo, para que una relacion sea reflexiva,
en cada vértice de su digrafo debe existir un lazo (es decir, una arco de un vértice en si
mismo). Para que una relacion sea simétrica, se debe cumplir que si existe una flecha de x a
1y, entonces también existe una de y a x. Para que la relacion sea transitiva se debe cumplir
que si existe un “camino” entre dos vértices x y z que sigan la direccion de las flechas debe
existir la correspondiente flecha de = a z.

— Y N i
SIS R
reflexividad simetria transitividad

En general un grafo es un conjunto de vértices y de lados o aristas entre los vértices (sin
especificar la direccion). Asi que los digrafos son los grafos donde se especifica la direccion
de las aristas.

Ejemplo 3.24. El siguiente diagrama representa un grafo

Una relacion binaria entre dos conjuntos A y B también la podemos representar grafica-
mente. En este caso ubicaremos el conjunto A a la izquierda, B a la derecha y dibujaremos
flechas que salen de los puntos de A y terminan en los puntos de B de acuerdo a lo especifica-
do por la relacion. Veamos un ejemplo. Sea R la relaciéon de pertenencia entre los elementos
de {1,2} y sus subconjuntos. Es decir,

R={(z,A) e {1,2} x P({1,2}) : = € A}.

Podemos representar R con el siguiente diagrama:

I Y

1 o

T
9 e

Ty
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Ejercicios 3.4

1. Haga el digrafo de la relacién de prelacion entre las siguientes asignaturas del pensum
de Matematicas: Célculo 1, 2 , 3 y 4; Elementos 1 y 2; Geometria 1, 2 y 3; Algebra 1,
2y 3; Analisis 1, 2 y 3.

2. Determine explicitamente todas las relaciones binarias que puedan ser definidas sobre
el conjunto {0, 1}. Haga el digrafo de cada una de ellas. Determine cuéles de ellas son
reflexivas, simétricas, transitivas y/o antisimétricas.

3. Sea A={neN: 1<n <12}. Sea R la relacion de divisibilidad entre los elementos
de A, es decir (z,y) € R si x divide a y. Haga el digrafo de R.

4. Considere la siguiente relacion sobre P({1,2})
R={(A,B)e P({1,2}): AnB=10}.
(i) Haga el digrafo de R.

(i) Determine el dominio y el rango de R.

(iii) Determine si R es reflexiva, simétrica, transitiva o antisimétrica.

5. Considere la siguiente relacion sobre P({1, 2, 3})

R={(A,B)eP({1,23}): ANB #0}.

(i) Haga el digrafo de R.
(ii) Determine el dominio y el rango de R.

(iii) Determine si R es reflexiva, simétrica, transitiva o antisimétrica.
6. Considere la relacion C sobre el conjunto P({a, b, c}). Haga el digrafo.

7. Escriba la relacion correspondiente a cada digréafica de la figura.

1 2

| | 1 2 3 3 4
| XX ]

«— . .><. o C. D

4 3 a b c 1 2

3.5. Aplicaciones de los grafos

Los grafos tiene mucha importancia por la gran variedad de sus aplicaciones. En esta
seccidon presentaremos tres problemas que se resolvieron usando grafos.
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3.5.1. El problema de los puentes de Konigsberg

El estudio de los grafos lo inici6 el mateméatico Leonhard Euler en 1736 resolviendo un
viejo problema conocido como el problema de los Puentes de Konigsberg. El problema era
el siguiente: Dos islas que se hallan en el rio Pregel en Konigsberg (en la antigua Union
Soviética) estan conectadas entre si y con las margenes del rio por puentes como lo indica la
figura.

El problema consiste en partir de cualquier lugar (A, B, C' o D); seguir caminando y
pasar por cada uno de los puentes exactamente una vez, y luego regresar al punto de partida.
Tal ruta se llama un circuito de Euler.

Euler represento6 este problema con un grafo donde los vértices corresponden a los lugares
y los lados (arcos ¢ aristas) corresponden a los puentes.

VAN
%

Euler demostré que no existe una solucion para el problema de los puentes. De hecho
mostré un resultado general sobre grafos que resuelve problemas similares al de los puentes
de Konigsberg. El método ideado por Euler para resolver este problema usa el concepto de
la valencia o grado de un vértice. Se define la valencia de un vértice como el namero de
arcos que “tocan” al vértice. Por ejemplo, en el caso del problema de los puentes tenemos que
las valencias de los vértices son: A tiene valencia 5, B, C'y D tienen cada uno valencia 3. El
teorema de Euler dice que para que exista un circuito de FEuler es necesario que la valencia
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de cada vértice sea un namero par. Como en el grafo asociado al problema de los puentes no
se cumple esa condicién, entonces no existe un circuito de Euler.

Euler también mostré que el reciproco es valido para cierto tipo de grafos. Diremos que
un grafo es conexo si uno puede “viajar” entre dos vértices cualesquiera. Euler mostro que si
la valencia de cada uno de los vértices de un grafo conexo es par, entonces en el grafo existe
un circuito de Euler.

Consideremos ahora la siguiente situacion.

—— ¥ D D
3
. <D A ! Y C
T \/
B
1 . 2
B

El digrafo correspondiente lo hemos dibujado a la derecha. En este caso si existe un
circuito Euleriano. Por ejemplo,

ALB2oc3DpDXAaBS oL A

En la vida diaria surgen problemas donde se requiere construir circuitos Eulerianos. Con-
sidere, por ejemplo, el problema de conseguir una ruta para un cartero da tal manera que el
cartero recorra cada calle una sola vez (este problema se conoce como el problema del cartero
chino).

3.5.2. El problema “Agua, Luz y Teléfono”

Imaginese que tenemos tres casas X, Y y Z a las que queremos instalar el servicio de
agua (A), luz (L) y teléfono (7).
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Quisiéramos hacer la instalacion de tal forma que las lineas de luz y teléfono y las tuberias
de agua no se crucen. jEs posible hacerlo? Para responder esta pregunta necesitaremos
introducir otros conceptos sobre grafos.

En general en un grafo los lados pueden cruzarse. Los grafos que se pueden representar
en un plano sin que se crucen su lados se llaman grafos planos o planares.

Por ejemplo, el grafo de la izquierda es planar, pues también lo podemos representar
como en el diagrama de la derecha.

4

s /\
N \/

2

Podemos entonces enunciar el problema del Agua, Luz y Teléfono de manera equivalente
preguntando si su grafo es planar. Si lo es, entonces la respuesta a la pregunta inicial es “si”
y si no es planar entonces la respuesta es “no”.

Cuando se representa en un plano un grafo conexo y plano, queda dividido en regiones

contigiias llamadas caras. Por ejemplo, considere el siguiente grafo:

/\/
\/ A

Hemos indicado sus 4 caras: A, B, C'y D. Observe que D es la cara “exterior” del grafo.
Euler not6 que no importa como tracemos el grafo en un plano, el nimero de caras es el
mismo. El ntimero de caras (f) esta determinado por el nimero de vértices (v) y el nimero
de lados (e) mediante la formula siguiente

Formula de Euler para Grafos: Si G es un grafo plano, conexo, con e lados, v vértices y
f caras, entonces
f=e—v+2.
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Por ejemplo, el grafo anterior tiene f = 4 caras, e = 8 lados y v = 6 vértices. Tenemos que
4=8—-6+2.

Usando esta formula es posible mostrar que el problema del Agua, Luz y Teléfono no
tiene solucion pues su grafo no es plano.

3.5.3. El problema de los cuatro colores

Cuando se colorea un mapa de paises (o estados) se evita asignarle el mismo color a
paises que tengan frontera comin. ;Cual es el minimo ntimero de colores que hace falta? La
respuesta es que son suficientes cuatro colores. Esta pregunta estuvo sin responder desde el
siglo XIX hasta el ano 1976, cuando Kenneth Apel y Wolfgang Haken la respondieron (por
cierto, haciendo uso del computador). Para ver qué relacion guarda este problema con los
grafos, considere por ejemplo el siguiente mapa

Le asociaremos un grafo a este mapa de la siguiente manera. A cada “pais” le asociamos
un vértice y colocamos un arco entre cada dos paises que tengan frontera comun. De esta
manera obtenemos el siguiente grafo

La pregunta original puede ser enunciada de manera equivalente en términos de grafos:
;,Cuantos colores son necesarios para colorear los vértices de un grafo de tal manera que dos
vértices adyacentes no se les asigne el mismo color? Esta fué la pregunta que respondieron
Apel y Haken.

Ejercicios 3.5

1. Considere los siguientes diagramas. Determine si existe un circuito de Euler.
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AN
/

X

.\./.

2. Los siguiente grafos son planares. Tracelos de tal manera que no se crucen sus aristas.

3. Coloree los siguiente mapas usando a lo sumo cuatro colores. Haga el grafo asociado a

cada mapa.
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Ejercicios suplementarios del capitulo 3
1. Sea A ={1,2,3}, B={a,b} y C = {5,6,7}. Determine por extension los conjuntos:
(a) A2x B, (b) Bx A% (c) B3y (d) Ax BxC.
2. Determine el rango de cada una de las siguiente relaciones. Determine también si son
reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.
a) R={(z,y) €ZXZ: x+y=2}
b) R={(z,y) € Q: z-y=0}
c) R={(A,B) e P(N) x P(N): AUB C{0,1,2,3,4}}
3. Haga el digrafo de las siguientes relaciones sobre {1,2,3,4,5,6} y determine si son
reflexivas, simétricas, antisimétricas y/o transitivas.
a) xRy, si x divide a y.

b) R={(1,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(51)}
c) rRy, six+y <6.

4. Muestre las siguientes afirmaciones

a) SSTAC By CCD,entonces AxC C BxD.

b) Ax B=0si,ysolosi A=0o B=0.

) (AxB)N(AxC)=0siysolosi BNC =00 A=0.
) Si AC B, entonces C' x A C C x B.

c
d

5. Sea A = {1,2,3}. Defina una relaciéon sobre A que satisfaga lo indicado.

a) Que no sea ni reflexiva, ni simétrica ni transitiva.
b) Que sea reflexiva y no sea simétrica ni transitiva.
¢) Que no sea reflexiva, sea simétrica y no sea transitiva.
d) Que no sea reflexiva, ni simétrica, pero sea transitiva.
e) Que sea reflexiva y simétrica, pero no sea transitiva.
f) Que sea reflexiva, no sea simétrica y sea transitiva.
g) Que no sea reflexiva, sea simétrica y transitiva.
h) Que sea reflexiva, simétrica y transitiva.
6. a) Sean Ry S dos relaciones transitivas sobre un conjunto A. Muestre que RN S

es una relacion transitiva sobre A. jPodemos decir lo mismo sobre la propiedad
reflexiva y la propiedad simétrica?

b) Responda la misma pregunta pero ahora en relacion a RU S.
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7. Considere la siguiente relacion sobre P(N): Diremos que A esta relacionado con B si
AaB es finito. Muestre que esta relacion es transitiva.

8. Sea R una relacion sobre un conjunto A. Para cada = € A definimos los conjuntos C,
y D, de la manera siguiente:

Cr={2z€A: (z,2) € R} D,={z€A: (z,z) € R}.

a) Considere la relacion R sobre {1,2,3} dada por R = {(1,2),(1,3),(2,3)}. Deter-
mine C, Cy, Cs, D1, Dy y D3 y muestre que

C1UCy U Cy =rango(R) y Dy U Dy U D3 = dom(R).

b) Para cada una de las relaciones del ejercicio 1 de §3.3 determinar C, y D, para
cada = € {1,2,3}.

c) Haga lo mismo que en la pregunta anterior pero ahora para cada una de las
relaciones del ejercicio 2 de §3.3 (en este caso A es Z).



Capitulo 4

Funciones

El concepto de funcion es quiza uno de los conceptos méas importantes de la Matematica.
Todas las teorias matemaéticas hacen uso de las funciones. En este capitulo estudiaremos las
propiedades béasicas de las funciones.

4.1. El concepto de funcién como relaciéon

Un caso especial y muy importante de relaciéon entre dos conjuntos es el que corresponde
a la nocion de funcion.

Definiciéon 4.1. Una relacion R entre dos conjuntos A y B se dice que es una funcion de
A en B si satisface la siguiente condicion:

Para todo a € A existe un tnico b € B tal que aRb.
O

Observemos que en la definicién de funcién se requiere que la relacion cumpla con dos
condiciones:

(1) Para cada elemento de a € A existe un elemento b € B tal que (a,b) € R.

(2) El elemento b mencionado en la condicion (1) es unico.

Notemos que (1) nos dice que el conjunto A es el dominio de R y (2) nos asegura
ain mas, pues cada elemento de A esté relacionado con un sélo elemento de B. El tnico
elemento b al que a esté asociado se le llama la imagen de a. Asi que una funcién de A en B
asigna a cada elemento de A uno de B y es por esto que las funciones también son llamadas
asignaciones.

Ejemplos 4.2. 1. Sea A ={1,2}, B={3,4,5} y R={(1,3),(1,4),(2,3)}. Tenemos que
R es una relacion entre A y B. Pero R no es una funcion. Pues el 1 esta relacionado con
dos elementos de B, esto es, la condicion (2) no se cumple. Observe que la condicion
(1) si se cumple en este ejemplo.

97
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2. Sea A = {a,b,c}, B ={3,4} vy R = {(a,3),(b,3)}. Tenemos que R es una relacion
entre Ay B. Pero R no es una funcién. Pues el elemento ¢ no esté relacionado con
ningun elemento de B, esto es, la condicién (1) no se cumple.

3. Sea A ={1,2}, B ={3,4,5} y R = {(1,3),(2,4)}. En este caso R es una funcion.
Pues para cada a € A existe un tunico b € B tal que (a,b) € R.
O

Las funciones se denotan generalmente con las letras f, g, h y en lugar de escribir a f b
para indicar que a esta relacionado con b se escribe

f(a) =0.

Diremos que f(a) (que se lee “ f de a”) es la imagen de a bajo f. También se dice “la imagen
de a por f7 o que b es el “valor” que toma f en a. Para indicar que f es una funcién de A en
B escribimos

f:A— B.

Ya dijimos que A se llama el dominio de f y B se le llama contradominio. Un subconjunto
de B que juega un papel importante en el estudio de las funciones es el rango el cual se
define de la siguiente manera:

rango(f) ={b€ B: b= f(a) para algin a € A}.

El rango de una funcion es el conjunto formado por las iméagenes de los elementos del dominio
y es por esto que también se acostumbra llamarlo el conjunto imagen. Como veremos en
los ejemplos, en general, B no es igual al rango.

El conjunto de todas las funciones de un conjunto A en un conjunto B se denota por

B4,

Ejemplos 4.3. 1. Usualmente las funciones se presentan a través de una ‘“regla” que
asigna a cada elemento de A un tnico elemento de B. Por ejemplo, consideremos los
conjuntos A = {1,2,3} v B = {1,2,3,4,5,6} y la regla que asigna a cada namero
a € A el niimero 2a. Usualmente expresamos esta regla de asignaciéon escribiendo

f(a) = 2a,
pero también se acostumbra a escribir
a — 2a.

De esta manera hemos definido una funciéon de A en B. El siguiente conjunto representa
a f como un conjunto de pares ordenados:

{(1,2),(2,4),(3,6)}.
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2. Consideremos la regla f(n) = n 4+ 1 que asigna a cada numero natural n el namero
natural n 4+ 1. Entonces f : N — N es una funcién. Podemos expresar f como un
conjunto de pares ordenados de la siguiente manera

{(n,n+1) e NxN: neN}

3. Sea A un conjunto cualquiera y consideremos la asignacion i(a) = a, entonces i es una
funcién de A en A llamada la funcion identidad del conjunto A.
O

Para definir correctamente una funcién debemos especificar tres cosas:
(i) El dominio de la funcion.
(ii) El contradominio de la funcion.

(iii) La regla de asignacion (o ley de correspondencia) entre los elementos del dominio
y los del contradominio.

Al definir una ley de correspondencia es importante estar seguros de que en realidad
los valores que le asignamos a cada elemento del dominio pertenecen al contradominio y
ademas debemos verificar que a todo elemento del dominio le hemos asignado un elemento
del contradominio.

Ejemplo 4.4. Considere la siguiente regla

x
x—2

xr —

Con solo esta informaciéon no tenemos bien definida una funcién. Pues no hemos especifi-
cado los valores que puede tomar la variable . En otras palabras, debemos especificar el
dominio de la funcién que queremos definir. Por otra parte, también debemos aclarar cuél
es el contradominio de la funciéon que estamos definiendo. Veamos algunas de las posibles
alternativas:

(a) Sea A = {1,3,4}, B = Qy g(z) = -%. Entonces g : A — B es una funciéon bien
definida.

(b) Sea A = {1,2,3}, B = Qy h(r) = -%. Entonces h : A — B no esta bien definida
pues existe un elemento del dominio que la regla x — —*5 no le asigna ninguna imagen
({cudl es?).

(c) Sea A={z € R:x#2}, B=Ry f(r) = -%. Entonces f : A — B es una funcion
bien definida.
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., Cuando dos funciones son iguales? Para que dos funciones f y g sean iguales se debe
cumplir las tres condiciones siguientes:

(i) f y g tienen el mismo dominio.
(ii) f y g tienen el mismo contradominio.

(iii) f y g tienen igual ley de correspondencia. Es decir, para todo = en el dominio de f
(que debe ser igual al dominio de g) se debe cumplir que f(x) = g(x).

Ejemplos 4.5. 1. En el ejemplo 4.4 tenemos que las funciones f y ¢ son distintas pues,
aunque usan la misma ley de correspondencia, sus respectivos dominios no son iguales.

2. Considere las funciones f,g: N — N dadas por f(n) =3n+ 3y g(n) = 5n + 3. Estas
funciones no son iguales, pues por ejemplo f(1) = 6 y g(1) = 8, es decir las leyes de
correspondencia no asignan la misma imagen al nimero 1.

O

4.1.1. Representacion grafica de funciones

Como vimos en una seccién anterior, las relaciones binarias se pueden representar con
diagramas. En los ejemplos que presentamos a continuacién veremos como se representan
algunas funciones.

Ejemplo 4.6. Consideremos la funcion f : {1,2,3} — {1,2,3,4,5,6}, dada por f(a) = 2a.
Podemos representar esta funcién con el siguiente diagrama (a veces llamados diagramas
sagitales pues se representan con flechas):

=

O

Ejemplo 4.7. Considere la funcién f : N — N dada por f(n) = n+ 1. Podemos representar
esta funcion con el siguiente diagrama:
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O

Ejemplo 4.8. Considere la funcion f : R — R dada por f(z) = 2. La representacion
grafica mas usada es la siguiente:

Incluir grafica

4.1.2. Funciones por partes y funciones caracteristicas

Existen diferentes maneras de definir funciones, pero lo importante es dejar bien claro
cual es su dominio, su contradominio y la ley de correspondencia.

Ejemplo 4.9. Considere la funcién h : N — N definida por:

) 2x sl es par;
h(w) = { 3x , six esimpar.

En este caso la imagen asignada a un elemento del dominio depende de si el nimero es par
o impar. Por ejemplo, h(0) =0, h(2) =4, h(4) =8, h(1) =3, h(3) =9, h(5) = 15, etc. Pero
no hay ninguna duda sobre como determinar la imagen de cada ntimero natural. Este tipo
de funcion se dice que esta definida por partes. O

Veremos en seguida un ejemplo importante de funciéon definida por partes. Consideremos
un subconjunto A C {1,2,3,4} cualquiera y definamos una funcion f, : {1,2,3,4} — {0,1}:

] 0 ,sixz g A;
fA(x)_{l ,slz e A

Observe que le hemos puesto el subindice A a la notaciéon de la funcién pues queremos
indicar que la funcion esté relacionada con el conjunto A. La funcion f, se llama la funcion
caracteristica de A. Veamos algunos ejemplos:
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(i) Para A = {1}, tenemos que f,(1) =1y f1,(2) = f,(3) = fu,(4) = 0.
(ii) Para A = (), tenemos que f,(z) = 0 para todo x € {1,2,3,4}.

Las funciones caracteristicas las podemos definir en general para cualquier conjunto U y
cualquier subconjunto A C U de la misma manera que los hicimos en el apartado anterior.

Definiciéon 4.10. Sea U un conjunto y A un subconjunto de U. La funcion caracteristica de
A es la funcion f,: U — {0,1} definida por

0 sizeU\A4
fA(x)_{l , six € A.

O
Ejemplo 4.11. Observemos que para cada U y cada A C U tenemos una funcion.
1. SiU =Ny A={1,3,57}, entonces
_J 0 ,sizeN\{1,3,57};
Jusan(@) = { 1, size{1,3,57}
2. SiU=Ry A=(1,5), entonces
_J 0 ,sizeR\(L,5);
IC) —{ 1 ,size(L,5).
O

Ejercicios 4.1

1. Determine cuales de las siguientes relaciones entre X = {1,2,3} e Y = {m,n,r} son
funciones. En caso que no sea una funcion diga porqué no lo es.

)}
m), (3,n)},
3,m)}.

2. Determine si las siguientes relaciones definen una funciéon de N — N. En caso que no
lo sea diga porqué no lo es y en caso que si lo sea halle la regla de correspondencia.

<

a) R={(n,m) e NxN: mdivide a n},
b) R={(n,m) e NxN: m—n =3},
¢) R=1{(0,1),(1,2),(2,3),(3,4), (4,5),- -},
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d) R={(n,3) e NxN: neN},
e) R={(n,n*) e NxN: neN}L

3. En cada caso determine las imégenes indicadas.

a) f:N— Z, definida por f(n) = —n. Hallar f(3) y f(12).
b) f:N — N, definida por f(n) = 6. Hallar f(5) y f(134).
c) f:{0,1,2,3,---,10} — Z dada por f(n) = (n —3)(n —6). Hallar f(3) y f(5).
d) Sea f:{0,1,2,3,---,10} — {0,1,2,3,--- ,10} definida por partes de la manera

siguiente

) = r+3 ,si0<x<3
TV 10—2 ,sid <z <10

Hallar f(2) y f(8).

e) f:N— N x N definida por f(n) = (n+ 1,n+ 2). Hallar f(25) y f(1000).

f) f:N— P(N) definida por f(n) = {n}. Hallar f(5) y f(13).

=~

. Determine si existe alguna funcion f : N — N que satisfaga la condicién que se indica.
Justifique su respuesta.

a

VneN ImeN f(m) =n,
b (

) n
) Vn €N Im €N f(n) =m,
) 3m e NVneN f(m) =n
d) Ine NVm e N f(m) = n.

Cc

5. Sea f : R — R una funciéon. Suponga que f satisface que

f@)fly) = flx —y)

para todo x,y € R y ademés que f(x) > 0 para todo = € R. Halle f(1) y muestre que
f(z) = f(—=x) para todo = € R.

6. Sea f: R — R una funciéon. Suponga que f satisface que
fl@) + flz —1) =2”
para todo x € R y ademas que f(1) = 1. Halle f(10).
7. Sea f : R — R una funciéon. Suponga que f satisface que
f@)f(y) = fle+y)
para todo x,y € R y ademas que f(’Tl) = i. Halle f(1995).

8. a) Halle todas las funciones caracteristicas de los subconjuntos de {1,2,3} (ver la
definicion 4.10. Note que en este caso U = {1,2,3}). Verifique que existen 8
funciones caracteristicas.
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b) Considere la funcion g : {1,2,3} — {0,1} definida por g(1) = 1, g(2) =0y
g(3) = 1. ;Existira un subconjunto A de {1,2,3} tal que g = f,7 Si la respuesta

[195)]

es “si”, encuentre tal conjunto.

c) Para cada A, B C {1,2,3,4,5} demuestre que A # B si, y so6lo si f, # f5.
(Ver la definicion 4.10 con U = {1,2,3,4,5}. En este caso existen 32 funciones
caracteristicas, pero para responder la pregunta no hace falta hallarlas!).

4.2. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

En esta seccion estudiaremos tres conceptos basicos sobre funciones.

4.2.1. Funciones inyectivas

Definicion 4.12. Sea f una funcion de A en B. Diremos que f es tnyectiva si dados
a,a’ € A con a # d, se tiene que f(a) # f(d').

A una funcion inyectiva también se le llama una funcion uno a uno (a veces se escribe: f
es 1 — 1). Este nombre se debe a que elementos distintos del dominio son “enviados” por la
funcion a elementos distintos del contradominio. La inyectividad tiene una interpretaciéon en
términos del grafo de la funcion: A cada elemento del contradominio le llega a lo sumo una
flecha. Como lo ilustraremos en los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 4.13. Consideremos los conjuntos A = {1,2,3}, B = {1,3,4,5}. En los diagramas
que siguen se tiene que la funcién f es inyectiva y la funcién g no lo es.

f g

H g

Podemos expresar el concepto de inyectividad de la manera siguiente:



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 105

Sea f : A — B una funciéon. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i)  f es inyectiva.
(ii) Para todo a,a’ € A, si f(a) = f(a'), entonces a = a'.

Dejamos la verificacion de este hecho al lector (ver ejercicio 9). En los siguientes ejemplos
haremos uso de esta caracterizacion de la inyectividad.

Ejemplo 4.14. Considere la funciéon f : N — N dada por f(n) = n+ 1. Mostraremos que f
es inyectiva. Usaremos el criterio de inyectividad enunciado en el recuadro anterior. Fijemos
dos naturales n, m y supongamos que f(n) = f(m). Debemos mostrar que n = m. En efecto,
nuestra suposicion nos asegura que n+1 = m+ 1. Restando 1 en ambos lados de la igualdad
obtenemos que n = m. a

Ejemplo 4.15. Considere la funcién ¢g : N — N dada por g(n) = n?. Mostraremos que g es
inyectiva. Usaremos otra vez el criterio anterior. Debemos probar que

Si g(n) = g(m), entonces n = m.

Es decir,
Si n? = m?, entonces n = m.

2 2

En efecto, fijemos n, m € N y supongamos que n? = m?. De esto tenemos que n? — m? = 0.
Factorizando obtenemos que

(n+m)(n—m)=0.

Hay dos casos a considerar: (i) n+m = 0y (ii) n — m = 0. Como n,m € N, entonces
n,m > 0. Por lo tanto en el caso (i) tenemos que n = —m y entonces necesariamente se
cumple que n = m = 0. En el caso (ii) tenemos obviamente que n = m. O

En el ejemplo que sigue usaremos la definiciéon original de inyectividad.

Ejemplo 4.16. Defina h : Z — Z de la siguiente manera:

20 —1 ,six <0
h(x)_{3x+1 i 0 < .

Mostraremos que h es inyectiva. Tomemos dos enteros x, y distintos y mostremos que h(z) #
h(y). Hay cuatro casos posibles, los consideraremos por separado.

(i) Supongamos que =z < 0y y < 0. En este caso, por la definiciéon de h, tenemos que
h(zx) =2z — 1y h(y) = 2y — 1. Como = # y es claro que 2z # 2y y por lo tanto
20 — 1 # 2y — 1. Es decir que h(z) # h(y).

(ii) Supongamos que = > 0y y > 0. En este caso, por la definicién de h, tenemos que
h(z) =3z + 1y h(y) = 3y + 1. Como = # y es claro que 3z # 3y y por lo tanto
3z + 1 # 3y + 1. Es decir, h(z) # h(y).
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(iii) Supongamos que z < 0y y > 0. Por la definicion de h tenemos que h(z) =2z — 1y
h(y) = 3y + 1. Como = < 0 entonces 2x — 1 < 0 y como y > 0, entonces 3y + 1 > 0.
Por lo tanto h(x) # h(y).

(iv) Supongamos que y < 0y x > 0. Este caso se analiza como en el apartado anterior.

Hemos mostrado que en cada uno de los casos se cumple que h(z) # h(y). Como estos
cuatro casos son todos los posibles, podemos concluir que A es inyectiva. O

Es importante tener claro cuando una funciéon no es inyectiva. En el siguiente recuadro
lo resaltamos:

Sea f: A — B una funcién. Las afirmaciones (i) y (ii) son equivalentes

(i)  f no es inyectiva
(ii) Existe un par de elementos a,a’ € A tales que a # a' y f(a) = f(d').

Notemos entonces que para mostrar que una funciéon no es inyectiva debemos conseguir
DOS elementos del dominio que tengan la misma imagen.

Ejemplo 4.17. Consideremos la funcion i : Z — N dada por h(n) = n?. Uno estaria tentado
a rapidamente concluir del ejemplo 4.15 que A es inyectiva. Pero no es asi. Notemos que h
no es la misma funciéon g del ejemplo 4.15, pues hemos modificado el dominio. En este caso
para mostrar que h no es inyectiva debemos conseguir un par de elementos distintos n,m
del dominio de h que tengan la misma imagen bajo h, es decir tales que h(n) = h(m). Por
ejemplo, h(2) =4 = h(—2). Por esta razéon h no es inyectiva. O

4.2.2. Funciones sobreyectivas

Definicion 4.18. Sea f : A — B una funcion. Diremos que [ es sobreyectiva si dado
b € B existe algin a € A tal que b= f(a).

Es claro que una funciéon f : A — B es sobreyectiva cuando el rango de f es igual al
contradominio. Esto lo resaltamos en el préoximo recuadro.

Sea f: A — B una funcion. Las afirmaciones (i) y (ii) son equivalentes

(i)  f es sobreyectiva
(ii) rango(f) = B.
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Cuando f(z) = y se dice que y es la imagen de x y también diremos que x es una
preimagen de y. En el caso que y & rango(f), diremos que y no tiene preimagen.

Notemos que la sobreyectividad indica que en el grafo de la funciéon a todo elemento del
contradominio le llega al menos una flecha (pero puede ser mds de una). El primero de los
diagramas que siguen corresponde a una funciéon sobreyectiva, en cambio el segundo no.

f g

—
=
K =

Ejemplo 4.19. Considere la funcion f : {—1,0,1,2} — {0,1,4} definida por f(z) = z*
Mostraremos que f es sobreyectiva. Debemos mostrar lo siguiente:

Para todo y € {0, 1,4} existe x € {—1,0, 1,2} tal que f(z) =y.

Como el contradominio de f, el conjunto {0,1,4}, tiene solo 3 elementos, podemos verificar
esta afirmacion con una simple inspecciéon de todos los casos posibles.

(i) Para y =0, en efecto existe x € {—1,0, 1,2} tal que f(z) = 0, precisamente z = 0. Es
decir, la preimagen del 0 es el 0.

(i) Paray = 1, tenemos que existe z € {—1,0, 1,2} tal que 22 = 1. En realidad existen dos
elementos del dominio que tiene imagen igual a 1: f(1)=1> =1y f(-1) = (-1)? = 1.
Es decir, 1 tiene dos preimagenes: 1y -1.

(iii) Para y = 4, tenemos que f(2) = 2% = 4. Es decir, la preimagen del 4 es el 2.

Hemos entonces verificado que todo elemento del contradominio de f es la imagen de
algin elemento del dominio de f. En otras palabras, el rango de f es {0,1,4}. O

Ejemplo 4.20. Sea g : Q — Q definida por g(z) = 2z+1. Mostraremos que g es sobreyectiva.
Debemos mostrar lo siguiente:

Para todo y € Q existe z € Q tal que 2z + 1 = y.

Por ejemplo, tomando y igual a 4 es claro que g(%) =3+ 1 = 4. Es decir, % es una preimagen
de 4. En este ejemplo no podemos mostrar la sobreyectividad de ¢ analizando todos los
casos posibles como lo hicimos en el ejemplo anterior, pues el contradominio de g tiene una
cantidad infinita de elementos. Es por esta razén que necesitamos un argumento general.
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Fijemos un elemento y cualquiera del contradominio, es decir y € Q. Queremos hallar z tal
que
20+ 1 =y.

En muchos ejemplos para hallar tal x lo que hacemos es “despejar” = de una ecuacion. En el
ejemplo que estamos analizando tenemos que

2v=y—1

y por lo tanto

Es claro que nyl € Q y ahora verificaremos que la imagen de nyl es y. En efecto,

g(yT_1>:2(yT_1)+1:(y—l)+1:y.

Ejemplo 4.21. Consideremos la funcion f : N x N — N definida por f((n,m)) = n.
Mostraremos que f es sobreyectiva. Para entender mejor la definicién de f calculemos algunas
imégenes. Por ejemplo tenemos que

f((5,0)) =5, f((1,1)) =1, f((0,0)) = 0.

Esto nos dice que 5, 1 y 0 tienen (al menos una) preimagen, respectivamente (5,0), (1,1)
y (0,0). Pero esto no es suficiente para garantizar que g es sobreyectiva. Debemos mostrar
que dado cualquier elemento del contradominio n € N, existe un elemento del dominio
(x,y) € N x N tal que f((x,y)) = n. Los ejemplos anteriores sugieren una respuesta. En
efecto, notemos que

f((n,0)) =n

para cualquier n € N, esto dice que (n,0) es una preimagen de n y por lo tanto n € rango(f)
para todo natural n.

Observemos que en el ejemplo anterior, el conjunto de preimagenes de cada elemento del
contradominio es un conjunto infinito. Por ejemplo, las preimagenes del 3 son todos los pares
ordenados que tienen la forma (3,m), en simbolos,

{(n,m) e NxN: f((n,m))=3}={(3,m):me N}

Esto nos dice que f estd muy lejos de ser una funcién inyectiva. a

Para determinar si una funciéon es sobreyectiva es crucial poder conseguir su rango. En
los proximos ejemplos calcularemos el rango de algunas funciones.
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Ejemplo 4.22. Considere la funcion f : {1,2,3,4} — {1,2,3,4,5,6,7,8} dada por f(n) =
2n. Entonces por simple inspeccién se verifica que el rango de f es el conjunto {2,4,6, 8}.
O

Ejemplo 4.23. Considere la funcion f : R\ {2} — R dada por

x
x—2

fx) =

Para hallar el rango de f debemos determinar cuales nimeros reales son de la forma —*.

2
Para hacerlo consideremos la ecuacion

Debemos “despejar” x de esta ecuacion. Tenemos entonces que

r=(x—2)y.
Luego
r—zy = —2y.
Y por lo tanto
—2y
r=——".
L—y

Usando esta tltima ecuaciéon mostraremos que si y # 1, entonces y esta en el rango de f. En
efecto, sea y # 1, conseguiremos un real z tal que f(z) = y. Sea

_ %
=1=y
Verificaremos que f(z) = y. En efecto,
—2y —2y
ey 1y —2y
fz) = 721 == 1—2y+2 = =Y
T I

Hemos mostrado que

rango(f) = R\ {1}.

Ejemplo 4.24. Considere la funcion f : P(N) — P(N) dada por
F(4) = AU{2,3).

Mostraremos que el rango de f consiste de todos los subconjuntos de N que contienen al 2
y al 3. En efecto, sea B C N tal que 2,3 € B. Observemos que

f(B)=BU{2,3} = B.
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Por esto B esta en el rango de f. Observemos que para cada B que contenga al 2 y al 3
existen varios conjuntos A tales que f(A) = B. En efecto, tenemos que

fF(BAA{2,3}) = (B\{2,3}) U{2,3} = B,

F(BA{3}) = (B\{3}) U{2,3} = B,
F(BAA{2}) = (B\{2}) U{2,3} = B.

Esto muestra que los conjuntos B, B\ {2,3}, B\ {2} y B\ {3} todos tienen como imagen
a bB. O

Es importante que también quede claro cuando una funcién no es sobreyectiva. En el
siguiente recuadro lo resaltaremos.

Sea f: A — B una funciéon. Las afirmaciones (i) y (ii) son equivalentes

(i)  f no es sobreyectiva
(i) Existe un elemento b € B tal que para ningun a € A se tiene que b = f(a).

Notemos que para mostrar que una funcién no es sobreyectiva debemos encontrar UN
elemento del contradominio que no tenga preimagen.

Ejemplos 4.25. 1. f: {0,1,---,6} — {0,1,---,6} definida por partes de la manera
siguiente
f(x>:{ r+2 ,si0<ax<2
7T—x ,s813<2x<6.

.Sera f sobreyectiva? Como el dominio de f tiene s6lo 7 elementos es sencillo responder
esta pregunta simplemente analizando por inspecciéon todos los casos posibles. Vemos
que

rango(f) = {1, 2, 3,4}.

De esto vemos que 5 no tiene preimagen y por lo tanto f no es sobreyectiva.

2. Podemos modificar el contradominio de la funciéon dada en el ejemplo anterior y obtener
otra funcion que si sea sobreyectiva. Definimos ¢ : {0,1,---,6} — {1,2,3,4} usando
la misma ley de correspondencia que la de f. Como el dominio de g es igual al de f y
usamos la misma regla, entonces se tiene que rango(g) es de nuevo {1,2,3,4} y por lo

tanto g si es sobreyectiva.
O

En el daltimo ejemplo hemos usado un hecho general acerca de las funciones que enuncia-
remos a continuacion.

Teorema 4.26. Sea f : A — B una funcion. Defina g : A — rango(f) por g(x) = f(x).
Entonces g es sobreyectiva. O
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Ejemplo 4.27. Sea f : (—1,—1) — R definida por f(z) = 2z 4 3. Afirmamos que f no es
sobreyectiva. En efecto, notemos que si x € (—1,1) entonces

-l<z<l.
Multiplicando por 2 la desigualdad anterior obtenemos que
—2 <2z < 2.
Ahora sumamos 3 a ambos miembros de la desigualdad anterior y obtenemos
1 <2z +3<5.

De esto se deduce que el rango de f esta contenido en (1,5). Y por consiguiente podemos
entonces concluir que f no es sobreyectiva pues, por ejemplo, 6 no tiene preimagen. Podemos
de hecho hallar el rango de f. En efecto, afirmamos que

rango(f) = (1,5).

Nos falta mostrar que (1,5) C rango(f). Sea z € (1,5). Es decir, 1 < z < 5. Entonces
restando 3 obtenemos
—2<r—-3<2

Ahora dividiendo entre 2 obtenemos

xr —
1< —<1
2

() =

Con esto queda demostrado que todo z € (1,5) tiene preimagen y por lo tanto que (1,5) es
el rango de f. Definimos g : (—1,1) — (1,5) por g(x) = 2z + 3. El teorema 4.26 nos dice que
g es sobreyectiva. O

Dejamos al lector la verificacion que

4.2.3. Funciones biyectivas

Definiciéon 4.28. Diremos que f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Una funcién es biyectiva cuando su digrafo tiene la propiedad que a todo elemento del
contradominio le llega una y soélo una flecha, como se indica en el siguiente diagrama
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Por esta razoén se dice que una biyeccion establece una correspondencia biunivoca entre
los elementos del dominio y del contradominio.

Las funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas son las herramientas bésicas para
comparar el nimero de elementos de dos conjuntos. Observando el digrafo de una funcién
biyectiva f : A — B vemos que A y B tienen el mismo numero de elementos. Ahora bien,
si f: A — B es inyectiva, solo podemos afirmar que B tiene al menos tantos elementos
como A (pero puede suceder que B tenga méas elementos que A). Por ultimo, si f: A — B
es sobreyectiva, s6lo podemos afirmar que A tiene al menos tantos elementos como B (pero
puede suceder que A tenga méas elementos que B).

Ejemplo 4.29. Consideremos los conjuntos A = {1,2,3}, B ={1,3,5} y C' = {1, 3}. Es facil
encontrar una funcién biyectiva de A en B, una inyectiva de C' en A y una sobreyectiva de
B en C'. Como lo mostramos en los graficos que siguen. Sin embargo, no es posible encontrar
una inyeccion de A en C', ni tampoco una funciéon sobreyectiva de C' en A. En particular,
esto nos dice ademas que no existe un funcion biyectiva entre A y C, lo cual es claro pues A
tiene 3 elemento y C' solo 2 elementos.

f g h
A— 8B c— A B—  —C
- g
> >‘
Un hecho general que usaremos con frecuencia lo enunciamos a continuacion.

Teorema 4.30. Sea f : A — B una funcion inyectiva, definimos g : A — rango(f) por
g(x) = f(x). Entonces g es biyectiva. O

Terminaremos esta seccién presentando algunos ejemplos de funciones biyectivas.

Ejemplos 4.31. 1. Consideremos los conjuntos {1,2,3} y {a, b, c}. ; Existira una funcion
biyectiva entre ellos? Es claro que si . Por ejemplo, definimos la funcion f : {1,2,3} —
{a,b,c} por f(1) =a, f(2) =by f(3) = c. Por una simple inspeccion vemos que f es
inyectiva y sobreyectiva. De hecho existen 6 funciones biyectivas distintas entre estos
dos conjuntos (ver ejercicio 2).
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2. Consideremos los conjuntos {1,2,3,4} y {0,1} x {0, 1}. ; Existira una funcion biyectiva
entre ellos?. Recordemos que {0, 1} x {0, 1} consiste de los pares ordenado (0, 0), (0, 1),
(1,0) y (1,1). Podemos definir entonces una funcion f : {1,2,3,4} — {0,1} x {0,1}
de la manera siguiente: f(1) = (0,0), f(2) = (0,1), f(3) = (1,0) y f(4) = (1,1). De
hecho, entre los conjuntos {1,2,3,4} y {0,1} x {0, 1} existen 24 funciones biyectivas
distintas.

3. Una funcion biyectiva f : {1,2,3,--- ,n} — B se puede ver como una enumeracion
de los elementos de B. Es decir, la funciéon f sirve para “etiquetar” los n elementos de
B. Observe el lector lo que se hizo en los ejemplos anteriores y vera que la regla de
correspondencia implicitamente enumero los elementos del contradominio.

4. Veamos ahora un ejemplo con conjuntos infinitos. Sea E el conjunto de todos los
nimeros pares, es decir, E consiste de todos los nimeros naturales de la forma 2n con
n otro natural. Definimos f : N — FE por f(n) = 2n. Mostraremos que f es biyectiva.
Debemos mostrar dos cosas:

(i) f es inyectiva: sean n, m € Ny supongamos que f(n) = f(m). Es decir, supongamos
que 2n = 2m. De esto inmediatamente concluimos que n = m. Esto muestra que f es
inyectiva.

(ii) f es sobreyectiva: sea k € E cualquiera, entonces k es un namero par. Por lo tanto
k es de la forma 2n para un natural n. De esto vemos que la preimagen de k es n. Por
ejemplo, 48 € E y 48 = 2 - 24 asi que 24 es la preimagen de 48.

O

Ejercicios 4.2

1. En cada uno de los ejercicios que siguen determine si existe (y en caso que sea posible,
encuentre) una funcion f : A — B que sea (a) inyectiva, (b) sobreyectiva, (c) biyectiva.

a) A=1{1,2,3,4} y B="P({1}).

b) A={1,2,3,4,5)y B=1{0} x {1,2,3,4,5).

c) A=1{1,2,3,4} y B="P({0,1}).

d) A=1{1,2,3,4,5)y B="P{0,1}).

e) A=P({0,1,2})y B={1,2,---,8}.

£ A=1{0,1} x {0,1} x {0,1} y B=1{0,1,2,---,7}.

2. a) Halle todas las funciones biyectivas que se puedan definir de {1,2,3} en {a,b, c}.
. Puede conseguir una funcién inyectiva entre estos conjuntos que no sea biyecti-
va?. j Existird una funcion sobreyectiva entre estos conjuntos que no sea biyectiva?

b) Halle una funcion inyectiva de {1,2,3} en {a,b, ¢, d}. ;Puede hallarla biyectiva?.

¢) Halle una funcién sobreyectiva de {a,b,c,d} en {1,2,3}. ;Puede hallarla inyecti-
va’.
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3. Determine cuéles de las siguientes funciones son inyectivas.
a) Sea A=1{0,1,2,--- ,10} y f : A — A dada por f(n) = 10 — n. Haga el diagrama
de f.
b) f :40,1,2,3,---,10} — {0,1,2,3,---,10} definida por partes de la manera
siguiente

Fz) = z+3 ,s10<x<3
]l 10—2 ,si4<xz<10.

(Sugerencia: Haga el diagrama de f).

c) f:{0,1,2,3,---,10} — N dada por f(n) =n + 3.

d) f:40,1,2,3,---,10} — N dada por f(n) = (n —3)(n —4).
e) f:Q— Q, definida por f(z) =

) [: N — N, definida por f(n) = 3".

g) f:N — Z, definida por f(n) = —n.

h) f:Nx N — N, definida por f((n,m)) =m + n.

i) f:R — R dada por f(x) = —x—\/§.

7) f:R — R dada por f(z) = 2.

k) f:R — R dada por f(z) = x3.

4. Determine el rango de cada una de las funciones definidas en el ejercicios 3. Determine
cuéles de ellas son sobreyectivas y cuéles son biyectivas.

5. Determine el rango de las siguientes funciones.

a) f:(~1,3) — (0,7] dada por f(z) = 3z + 1.
b) f:(=3,—-2) — [4,10) dada por f(x) = 5z + 20.
c) f:(=1,0) — (0, l) dada por f($)=iw—l—%.

d) f: R\{Q}HRdadapor f(x) = 2z

)

e) f:R\ {2} — R dada por f(z) = 2%.

6. Sea A un conjunto con 3 elementos y B un conjunto con 4 elementos. Determine
cuales de las siguiente afirmaciones son verdaderas y cuéles son falsas. Justifique sus
respuestas

a) Existe una funcién biyectiva de A en B.
b

)

) Existe una funcién inyectiva de A en B.
c¢) Existe una funcion inyectiva de B en A.
)
)

d

e

Existe una funciéon sobreyectiva de A en B.

Existe una funcion sobreyectiva de B en A.



4.2. FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS 115

7. Diremos que una funciéon f : Q — Q es creciente si para todo r, s € QQ se cumple que
r<s= f(r) < f(s)

En este caso también se suele decir que f preserva el orden. Determine cuales de las
siguientes funciones f : Q — Q son crecientes.

a) f(r) =12

b) f(r)=2r+1,
c) f(r) ==
d) f(r)=>5—4r,
) ) =r"

8. Determine el rango de las siguientes funciones y si son inyectivas, sobreyectivas y/o
biyectivas.

a) f:P(N)— P(N) dada por f(A) = AU{0,3,7}
b) f:P(N)— P(N) dada por f(A) = AN{n € N: n es par}
¢) f:P(N)— P(N) dada por f(A) = Anr{0,3,7}.

9. Sea f: A — B una funcién. Verifique que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) [ es inyectiva.
b) Para todo a,a’ € A (f(a) = f(d') — a=4d).

(Sugerencia: Recuerde que una proposicion condicional es logicamente equivalente a su
contrarreciproca. Enuncie la contrarreciproca de la proposicion condicional que aparece

en b)).

10. En los siguientes ejercicios daremos una “demostracion” para que la evalte y determine
si es correcta. Justifique su respuesta.

a) Afirmacién: La funcion f: R — R dada por f(x) = 3z + 5 es inyectiva.

“Demostracion” Sean x, z' dos numeros reales con f(z) # f(2). Entonces 3z +5 #
3x’ + 5. Luego 3z # 3z’ y por lo tanto x # x’. Esto muestra que f es inyectiva.

b) Afirmacion: La funcion f: (1,5) — (8,30) dada por f(z) = 3z + 5 es sobreyec-
tiva.

“Demostracion”: Considere la ecuacién
y = 3x + 5.

Despejando z obtenemos que

Por lo tanto f es sobreyectiva.
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11. Sean A, B,C, D conjuntos tales que ANB =0y CND =0.Sean f : A — Cy
g : B — D funciones inyectivas. Defina h: AU B — C' U D de la siguiente manera:

| flz) ,sizeA
h(x)_{g(:z:) ,sixz € B.

a) Muestre que la funcion definida en 4.16 es un caso particular de este ejemplo
(Sugerencia: Tome A como el conjunto de todos los enteros negativos y a B como
el conjunto de los enteros no negativos. Asi que AUB =Z. Tome C = Ay D =B
y sean f(x) =2z — 1y g(x) =3z + 1.)

b) Muestre que h es inyectiva.

12. Modifique el ejercicio anterior y obtenga un criterio para determinar cuando una fun-
cién definida por partes es sobreyectiva.

4.3. Composicion de funciones

Cuando calculamos

2(5)°
lo hacemos por partes: primero calculamos
53
que es igual a 125 y después calculamos
2(125)

que nos da el resultado final 250. Podemos ver esta secuencia de operaciones en términos de
funciones. Consideraremos las funciones f,g: N — N dadas por

f(n) =n? y g(n) =2n.

Es claro que 250 = ¢(125) y 125 = f(5) y de esto tenemos que

250 = g(f(5))-

Podemos entonces definir una nueva funcion, llamémosla h, a partir de f y g de la siguiente
manera h : N — N dada por

h(n) = g(f(n)).

Podemos calcular con més precision la regla de h. En efecto, h(n) = g(n?) = 2n3.

f g
n s n® s ond

Dadas dos funciones f : A — By g : B — C podemos de manera natural definir un
funcion de A en C como se indica a continuacién

a— g(f(a)).
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Esta nueva funcion se llama la compuesta de f y g y se denota por
golf

y su regla de correspondencia es

(g0 f)(x) = g(f(x))-

Observe que el orden en que leemos g o f es “f compuesta con g” y que es el inverso al de
como lo escribimos !. La operacién entre funciones asi definida se denomina composicién
de funciones.

La composicion de dos funciones se suele representar con cualquiera de los siguientes
diagramas.

f 9 f
A\ B —-C A B
\/
gof
gof 9
C

Ejemplo 4.32. Consideremos las siguientes funciones

A B A B

| >

Note que en este ejemplo particular podemos componer f con g y también g con f:

(feg)0) = flg(0)) = f(O0) = 1
(9o /)0) = g(f(0)) = ¢(1) = 2
(fog)1) = [fle(1) = [f(2) = 2
(go f)(1) = g(f(1)) = g(0) = 0
(feg)2) = fl9(2) = f(A) = 0
(goN)2) = 9(f(2) = 9(2) =1
Vemos entonces que fog# go f. O

'Esto es una convenciéon. En algunos textos se acostumbra a leer g o f como g compuesta con f.
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Ejemplo 4.33. Consideremos las funciones f : N — Q definida por

n
J(n) = n+ 2
y g : Q — Q definida por
g(x) = 2°.

Entonces podemos componer f con g y obtenemos go f: N — QQ dada por

(o5 = )

n+2

Por ejemplo (go f)(4) = &. O
Ejemplo 4.34. Considere f,g,h: N — N dadas por

fn) = o’
gn) = 2n+4
h(n) = n?+2.

Podemos definir 9 funciones componiendo 2 de las anteriores.

(fogln) = f(lg(n) = f2n+4) = (2n+4)°

(gof)n) = g(f(n) = gn’) = 2n°+4

(foh)(n) = f(h(n)) = f(r*+2) = (n*+3)°

(goh)(n) = g(h(n)) = gn*+2) = 2n*+2)+4 = 2n>+38
(hof)(n) = h(f(n)) = h(n?) = (n*)*+2 = n’+2
(hog)(n) = h(g(n)) = h(@2n+4) = (2n+4)*+2

(fof)n) = f(f(n)) = f(n’) = (n%)’ = n’
(gog)(n) = glgn)) = g2n+4) = 22n+4)+4 = 4n+ 12
(hoh)(n) = h(h(n)) = hn?>+2) = ?+2)2+2 = n*+4n2+6

Podemos obtener otras funciones si componemos 3 o mas, por ejemplo, fogoh, fofo fof,

etc.
O

Observacion: Hemos definido la composiciéon de funciones cuando f: A — By g: B — C.
Sin embargo, también se puede definir la compuesta g o f cuando se cumple la siguiente
condicion:

f:A—=B,g:C—D

rango(f) C C.

Lo importante es que dado z € A se cumpla que f(x) € C para que asi tenga sentido la
expresion g(f(z)). O
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Sean f: A— B,g: B— Cyh:C — D tres funciones. Podemos definir
hog:B—D 'y gof:A— B.
También podemos definir
(hog)of:A—D 'y ho(gof):A— D.

El siguiente teorema dice que las dos ultimas funciones son iguales. Es decir, la composicion
de funciones es una operacion asociativa.

Teorema 4.35. Sean f: A— B, g: B— C yh:C — D tres funciones. Se tiene que
(hog)o f=ho(gof).

Demostracion: Ya que las dos funciones (hog)o f y ho(go f) tienen dominio A y contradominio
D so6lo resta verificar que tienen la misma ley de correspondencia. Sea x cualquier elemento
de A, entonces

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x)))
y por otra parte

(ho(go f))(x) =h((go f)(x) = h(g(f(x))).

Esto muestra lo deseado. O

Ejemplo 4.36. Considere f, g, h : N — N dadas por f(n) = n?, g(n) = 2n+4y h(n) = n?+2.
Entonces usando los calculos hechos en el ejercicio anterior tenemos que

((fogloh)(n) = (fog)(h(n) = (fog)(n®+2) = [2(n*+2)+4]°
(folgoh)(n) = f(lgoh)(n)) = f(2n*+38) = [2n*+8]°

Observe que [2(n? + 2) + 4]® = [2n? + §]3. O
Mostraremos ahora que la composicién de funciones preserva la inyectividad, la sobreyec-
tividad y por lo tanto también la biyectividad.
Teorema 4.37. Sean f : A— B yg: B — C funciones. Se cumple que
1. Si f y g son inyectivas, entonces g o f también es inyectiva.
2. Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también es sobreyectiva.
3. Si f y g son biyectivas, entonces g o f también es biyectiva.
Demostracion:

1. En efecto, sean z, 2’ € A con x # x’. Entonces como hemos supuesto que f es inyectiva,
tenemos que f(x) # f(2’). Ahora como ¢ también es inyectiva, entonces g(f(x)) #

9(f(a")). Es decir, (g o f)(x) # (g0 f)(z).
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2. En efecto, sea z € C' cualquiera. Como ¢ es sobreyectiva, entonces existe y € B tal que
g(y) = z. Como y € By f es sobreyectiva, entonces existe x € A tal que f(x) = y.

Afirmamos que (g o f)(z) = 2, pues (go f)(z) = g((f(z)) = g(y) = =.

3. Esto se deduce de las dos afirmaciones anteriores, pues si f y g son biyectivas, en
particular son inyectivas y sobreyectivas.

Ejercicios 4.3

1. Considere los siguientes diagramas que definen tres funciones:

/JK g h
—_— —_—

~{ =

Haga el diagrama de fog, gohy (fog)oh.

2. Sean f,g,h : N — N las funciones definidas por f(n) = 3n+2, g(n) = n*y h(n) = n+1.
Determine la ley de correspondencia de las siguientes funciones:

a) fog, foh,gof,goh,hof , hoh, fofygog.
b) fogoh,gohog, fogof, fohof,hohohyhogof.

3. Sean f: R — Ry g:R — R dadas por
f@)=rz v 9@) =5
Determine la ley de correspondencia de fogy go f.

4. En cada uno de los siguientes ejercicios f es un funciéon de R en R. Calcule la regla de
correspondencia de f o f

a)
2c+1 ,six <1
f(x)_{?)x ysixz>1

bx—1 ,sixz <1
T ,six >1
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c)
b6 +8 ,siz <1
f(x)_{2—7x ysixz>1

5. Considere las siguientes funciones

(i) Verifique que f o g es inyectiva (note que f no es inyectiva).
(i) Verifique que f o h es sobreyectiva (note que h no es sobreyectiva).

(iii) /Qué relacion guardan estos ejemplos con lo mostrado en el teorema 4.377

6. Considere las funciones

0 ,siz>0
f(‘”):{ 1 ,siz<0

() = 0 ,six>0
I =11 ,six <0

Determine fo f, fofo f,..ygog, gogog... ;Qué patrén observa?

4.4. La funcién inversa

Como dijéramos antes, una funcién biyectiva establece una correspondencia biunivoca
entre los elementos del dominio y los del contradominio. En el siguiente ejemplo mostraremos
algo muy importante acerca de las funciones biyectivas y la composicion de funciones.

Ejemplo 4.38. El diagrama de la izquierda define una funcion f : {1,2,3,4} — {a,b,c,d}
El diagrama de la derecha define una funcion g : {a,b,c,d} — {1,2,3,4} que se obtuvo
invirtiendo el sentido de las flechas en el diagrama de f.

/‘K /g\)

M) A

4
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Podemos componer f con g y obtenemos la funcion go f : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} y
notamos que
(go f)(z) =z, paracada z € {1,2,3,4}.

Por otra parte, también podemos componer g con f y obtenemos la funciéon fog : {a,b,c,d} —
{a,b,c,d} y notamos que

(fog)(x) ==z, paracadaz € {a,b,c,d}.

Las funciones compuestas obtenidas reciben el nombre de funcién identidad, pues no
alteran los elementos del dominio. Obsérvese que estas funciones no son iguales. La primera
tiene dominio {1,2, 3,4} y la segunda {a, b, ¢,d}. Las funciones identidad son sencillas pero
cruciales para caracterizar las funciones biyectivas. Por esta razon le daremos una notacion
especial. Dado un conjunto cualquiera A, denotaremos por 1, la funcién

1,,:A— A

definida por
14(x) =z, paracada x € A.

Hemos usado el subindice A para denotar la funcion identidad de A pues obviamente esta
funcién depende del conjunto A. Es facil verificar que la funcién identidad 1, es inyectiva y
sobreyectiva, es decir, es biyectiva.
Podemos expresar la propiedad que tiene la funcién g del ejemplo que estamos analizando
diciendo que
gof=1lposy v [o9=10bea-
O

Las propiedades de la funcién g en el ejemplo anterior se deben a que f es biyectiva,
como lo demostramos a continuacion.

Teorema 4.39. Sea f: A — B. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) f es biyectiva
(ii) Existe una funcion g : B — A tal que go f =1, y fog=1;.

Demostracion: Para demostrar esta equivalencia debemos mostrar dos implicaciones.

(i1) = (7). Supongamos que (ii) se cumple. Es decir, supongamos que existe una funcion
g:B— Atalque go f =1,y fog =1z Primero mostraremos que f es inyectiva. Sean
z,x' € Ay supongamos que f(x) = f(z'). Queremos ver que z = z’. Como go f = 1,,
entonces de la definicién de composicién de funciones obtenemos lo siguiente

g(f()) = (gof)lx) = 1.(z) = =
g(f(2") = (gof)(z)) = 1.2

Por hipétesis f(z) = f(2'), entonces obviamente

A2) = 2.
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De las igualdades de arriba obtenemos que x = z’, como queriamos demostrar.

Ahora mostraremos que f es sobreyectiva. Fijemos y € B. Debemos hallar = € A tal que
f(z) = y. Como y € B, entonces g(y) € A. Afirmamos que g(y) es la preimagen de y bajo
f. En efecto, como f o g = 15, entonces

fla(y) =y.

De esta manera hemos mostrado que f es biyectiva y por lo tanto que (ii) = (7).

(1) = (4i). Ahora supongamos que f es biyectiva y mostremos que (ii) se cumple. Para esto
debemos definir una funciéon g : B — A que tenga las propiedades deseadas. La idea para
definir g es la misma que usamos para definir g en el ejemplo 4.38, es decir, g se define
“invirtiendo las flechas” en el diagrama de f.

Veamos la funcién f como una relaciéon de A en B. Es decir, consideremos el siguiente
conjunto:

R={(x,f(x)) e AXx B: x € A}.

Ahora “invirtamos” el orden y obtenemos
R ={(y,z) e Bx A: (z,y) € R}.
Afirmamos que R’ es una funciéon. En efecto,

(i) Sea y € B cualquiera. Por ser f sobreyectiva, existe z € A tal que y = f(x). Luego
(x, f(x)) = (z,y) y por definicién de R tenemos (z,y) € R. Por lo tanto (y,z) € R'.

(ii) Supongamos que (y,z) y (y,z') ambas estan en R’. Mostraremos que necesariamente
x = x’. En efecto, de la definicion de R’ tenemos que (z,y), (¢/,y) € R. Por lo tanto
flx)=yy f(z') =y. Ahora como f es inyectiva, tenemos que = = z’.

Ya que R’ es una funcion usaremos la notacion de funciones y la denotaremos por g. Asi
que g : B — Ay por la definicion de R’ tenemos que

gly) =r < f(z) =y

Veamos que go f = 1,. En efecto, sea x € A. Sea y € B tal que y = f(z). Entonces tenemos
por la igualdad anterior que

g(f(r)) =g(y) ==

De igual manera se muestra que fog = 1. a

Dada una funcién biyectiva f : A — B, podemos preguntarnos si existiran dos funciones
con las propiedades mencionadas en la parte (i7) del teorema 4.39. Si analizamos con cuida-
do la demostracion de ese teorema, es natural pensar que no existen dos funciones con esas
propiedades. Daremos una justificacion mas formal de esto que acabamos de decir. Suponga-
mos que [ es biyectiva y ademés que existen dos funciones ¢, g’ : B — A ambas satisfaciendo
lo dicho en (ii) de 4.39. Es decir que

gof=gof=1y fog=fogd =1, (4.1)
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Mostraremos que g = ¢’. Ya que estamos suponiendo que g y ¢’ tienen el mismo dominio y
contradominio, s6lo debemos verificar que tienen la misma ley de correspondencia. Fijemos
entonces y € B y mostremos que g(y) = ¢'(y). Como f es biyectiva, existe z € A tal que
f(z) = y. De las ecuaciones (4.1) obtenemos que

9(y) = g(f(x)) = (go f)(x) =2 = (¢ o f)(z) = ¢(f(x)) = ¢'(y).
Es decir, g = ¢'.

En vista de esta propiedad que tienen la funciones biyectivas, se define la inversa de una
funcién de la manera siguiente

Definiciéon 4.40. Sea f : A — B una funcion biyectiva. La tnversa de f, que se denota
por f=1, es la tinica funcion de B en A que satisface las dos condiciones siquientes

flof=14y fof =1s

O
Observacion: Es importante notar que si f es biyectiva, entonces f~! también es biyectiva.

Ejemplo 4.41. Sea g : Q — Q definida por g(x) = 2z + 1. Ya vimos anteriormente
que g es sobreyectiva. Verifiquemos que g es inyectiva. En efecto, supongamos que g(z) =
g(z'), es decir, que 2x + 1 = 22’ 4+ 1. Si restamos 1 a ambos miembros y luego dividimos
entre 2 obtenemos que x = z’. Por lo tanto g es biyectiva y tiene inversa. Usualmente la
demostracion de la sobreyectividad de la funciéon da bastante informacion acerca de la regla
de correspondencia de la inversa. Recordemos que mostramos que dado y € Q, se cumple

que
-1 —1
g(yT):2<yT)+1:(y_1)+1:y,

Esto nos dice que la inversa de g esta dada por

Ejemplo 4.42. Considere la funcion f: (1,4) — (—13,—1) dada por
f(z) =3 — 4.

Mostraremos que f es biyectiva y calcularemos la ley de correspondencia de su inversa.
Supongamos que f(x) = f(z'), es decir, que 3 — 4x = 3 — 4a’. De aqui se deduce
inmediatamente que x = z’. Esto muestra que f es inyectiva.
Para ver que f es sobreyectiva. Consideremos la ecuacion

y=3—4x.
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Despejando = obtenemos que

x = Sy
4

Verificaremos que si y € (—13, —1), entonces ¥ € (1,4). En efecto, tenemos que

-8 <y<—1.
Luego multiplicando por -1 obtenemos

1< —y<13.

Sumando 3 obtenemos

4<3—y<16.
Dividiendo entre 4 obtenemos

1<37Y oy

1 .

Esto muestra que f es sobreyectiva. Ademas sugiere que la inversa de f es la funcion
fh(=13,-1) — (1,4)

dada por

En efecto, tenemos que
_ 3=y . L, (37Y\ _
<fof1><y>—f(—4 )—3 4(—4 )—y

(fTof)la)=fT"B~42)= —F—" =u

|

En el teorema 4.39 sobre la existencia de la inversa de una funciéon f se pide que existe
una funcion g : B — Atal que go f =1,y fog = 15. Quiza el lector se haya preguntado
si es suficiente pedir una sola de estas dos condiciones para garantizar que f sea biyectiva.
La respuesta es no. Le dejamos al lector la tarea de mostrarlo (ver el ejercicio 8).

Para terminar esta secciéon mostraremos una propiedad importante de las funciones iden-

tidad.

Teorema 4.43. Sea f: A — B una funcion. Se tiene que

lpof=f y folys=Ff.

Demostracion: Mostraremos la primera igualdad, la otra queda como ejercicio. Es claro que
1z 0o f y f tienen el mismo dominio y contradominio. Veamos que tienen la misma ley de
correspondencia. Sea z € A, entonces por definicion de composicion y de la funcién identidad
1 tenemos que

(15 0 f)(x) = 1s(f(x)) = f(z).
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Ejercicios 4.4

1. Considere la siguientes funciones. Muestre que son biyectivas y halle su inversa.

a) f:7Z — 7Z definida por f(z) =x+5

b) f:Q — Q dada por f(x) =5z —8

¢) f:R— R dada por f(z) = &2

d) f:R\ {2} - R\ {3} dada por f(z) = 2%

e) f:{0,1,---,10} — {0,1---,10} definida por f(z) =10 —x
f) f:(=1,3) = (2,7) dada por f(z) =32z + £

9) f:(=1,0) — (0, %) dada por f(z) =1z + 1

h) f:(—8,8) — (1,2) dada por f(z) = z(z — &) + 2.

2. Considere la siguiente funcion f : N — N definida por partes

_J x+1 ,sixespar
f(x)_{x—l , sl z es impar.

Muestre que f es biyectiva y halle su inversa. (Sugerencia: haga un esbozo del diagrama

de f).

3. Defina una biyeccion de P({1,2,3}) en {1,2,---,8} y halle su inversa. (Sugerencia:
Puede definirla usando un diagrama).

4. Defina una biyeccion de {1,2,3,4} en {a,b} x {a,b} y halle su inversa. (Sugerencia:
Puede definirla usando un diagrama).

5. Sean A y B dos conjuntos, suponga que existe una funcion biyectiva de A en B. jSeré
cierto que existe una funciéon biyectiva de B en A?

6. Sea f: A — B. Muestre que

fols=F.
7. Sean f: A— By g:B — C funciones. Muestre las siguientes afirmaciones:
a) Sigo f esinyectiva, entonces f es inyectiva.
b) Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.
c) Sigo f=1,, entonces f es inyectiva y g es sobreyectiva.
d) Si go f esinyectivay f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
e) Sigo f es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva.

8. Muestre que existen funciones f : A — By g: B — A talesque go f =1, pero ni f
ni g son biyectivas. Compare esto con lo que dice el teorema 4.39.

Sugerencia: El ejemplo es sencillo. Se puede obtener con A y B finitos. Haga un dia-
grama sagital.
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4.5. La imagen y la preimagen de un conjunto
Sea f: A— By (C C A. La imagen de C, que denotaremos por
fley,
se define como el conjunto formado por las imégenes de los elementos de C'. En simbolos
f1C) = {f(): z e C}.
Notemos que cuando C' = A tenemos que f[A] es precisamente el rango de f.
Ejemplo 4.44. Sea f : R — R dada por
flz)=z+2.

Sea C'=[0,1). Afirmamos que
fle]=12,3).

En efecto, tenemos que

flCl={z+2: z€0,1)} ={z+2: 0<ax <1} =]2,3).

O
Ejemplo 4.45. Sea f: R — R dada por
f(z) =22
Entonces tenemos que
flI(=1,2)] = [0,4) JH=2,-1,2,3}] = {1,4,9}.
O

Ejemplo 4.46. Sea f : R — R dada por
f(z) =6 — 3z.
y A= (1,2]. Sea = € R, tenemos que
I<z<2 & 0<6—3r<3.

Por lo tanto f[(1,2]] = [0, 3).
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Dada una funciéon f: A — B y un conjunto D C B definimos la preimagen de D como
el conjunto formado por todas las preimagenes de los elementos de D. La preimagen de un
conjunto la denotaremos por

fH(D).
En simbolos tenemos que
f'(D)={xecA: f(x) € D}.
Observacion: Es importante notar que la preimagen de un conjunto estd bien definida
atn en el caso que f no sea biyectiva (y por lo tanto no tenga inversa). Aqui se abusa
de la notacién, pues se usa el simbolo f~! atn cuando f no sea biyectiva. Al comienzo

hay que prestar mas atenciéon para no equivocarse: cuando se escribe f~1(D), NO se esta
implicitamente afirmando que f tiene inversa.

Cuando el conjunto D tiene so6lo un elemento se usa la siguiente notacion

FH).
Es decir

f7Hb)={a€A: f(a) =0}
Ejemplo 4.47. Sea f : R — R dada por

flz)=2—u.
Tenemos que

“1({1,2,3,4,5}) = {1,0, -1, -2, -3} F7H1,3) = [-1,1)
—(2)={0} ) ={-2}.

Ejemplo 4.48. Sea f: R — R dada por
flz) =2+ 1.

Entonces tenemos que

FH24) = (1L,V3JU[=v3,-1)
123,450 = {0,v2,-v2,V3,-V3,2,-2}
(1) = {V6.-V6)
G = G
La preimagen de un conjunto puede ser vacia. Por ejemplo
FH(=3,0)) = 0 (1) = 0.
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Ejercicios 4.5

1. Sea f: R — R dada por f(x) = 2% — 1. Halle los conjuntos que se indican.

)
(a) fIIL 31, (b) fTH(=13]), () [IN]
(d) fIL4)U2715)] () f1([5,20)) () f7H((2,5)U[7,15))

2. Sea f: R — R dada por f(z) = 3x — 1. Halle los conjuntos que se indican.

(a) [flIL3], (b)) [THR), () f{1,2,34}]
(d) fIL15)] () ({123} (f) fH((0,3])

3. Sea f: N x N — N dada por
f(n,m)=2"(2m+1) — 1.
Halle los conjuntos que se indican

a) f1({1,2,3,4,5,6))
b) £[C] donde C = {(1,1),(1,2),(2,3), (3,3), (2, 1), (3,2)}.

4. Sea f:R — R dada por f(z) = 32? + z + 1. Defina una relacién S sobre R dada por

(x,2) e S & f(x)= f(2)).

Muestre que S es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva (es decir, S es una
relacion de equivalencia).

5. Sea f: N — N dada por
f(n)=3n+1.

Defina una funcién g : P(N) — P(N) de la siguiente manera

a) Halle los conjuntos que se indican
(a) ¢({1,3,5}), (b) ¢({2,3,5}), (¢) g(P) donde P son los ntimeros pares.

b) Muestre que g es inyectiva.

6. Sea f : Z — Z dada por f(x) = x* + 4. Defina g : P(Z) — P(Z) por g(A) = f[A].
Muestre que g no es inyectiva.

7. Sea f: A — B una funciéon

a) Muestre que f~(B) = A.
b) Sea C' C D C A. Muestre que f[C] C f[D]
¢) Sea E C F C B. Muestre que f~1(E) C f~1(F).

8. Sea f: A — B una funcion
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a) Sea C' C A. Muestre que
C C fHfIC)

b) Sea D C B. Muestre que
[l D) D

¢) Determine cuando se cumple la igualdad en los ejercicios anteriores.

d) ;Cuéndo es correcto escribir f~![f[C]]?, para C C A.

9. Sea f: N — N dada por f(n) =3n+ 1 defina g : P(N) — P(N) por
g9(A) = f1(A).
.Es g sobreyectiva? ;Es ¢ inyectiva?
10. Sea f: A — B una funcion. Defina g : P(A) — P(B) y h: P(B) — P(A) por

g(D) = f[D] con DC A

h(E)= f"YE) con E C B.

Es decir, g(D) es la imagen de D bajo f y h(E) es la preimagen de E bajo f. Muestre
que

a) f es inyectiva si, y solo si, g es inyectiva.

b) f es sobreyectiva si, y solo si, g es sobreyectiva.

c) [ es sobreyectiva si, y solo si, h es sobreyectiva.

d) f esinyectiva si, y solo si, g(A\ D) = g(A) \ g(D) para todo D C A.
)

e) Si h es inyectiva, entonces f es sobreyectiva. ;jEs valido el reciproco?

11. Sean f: A— By g: B — C funciones. Muestre que

%) (90 /)"(c) = f~(g7(c)) para todo c € C.
b) (go f)[D] = g[f[D]] para todo D C A.
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Ejercicios suplementarios del capitulo 4

1. Determine si las siguientes reglas definen una funcién de N en P(N).

a) nr— {n}7

c) n—{meN:n<m},
d

)

b) n— {m: m es un maltiplo de n},
)
)

n (.
2. Determine las imagenes indicadas.

a) f:P({1,2,3,4}) — P({1,2,3,4}) dada por f(A) = AU {1,2}. Hallar f(0) y
F{1,2}).

b) f: P({1,2,3,4}) — P({1,2,3,4}) dada por f(A) = Aa{l,2}. Hallar f(0) y
fH{1,3}).

¢) f:N— P(N) dada por f(n) ={m € N:n <m}. Hallar f(0) y f(3).

d) Sea f : N — N definida por partes de la manera siguiente

r+1 ,sixespar
f(a:):{ o

T , sl T es impar.

Hallar f(2) y f(3).
e) [:P({1,2,3,4}) — P({1,2,3,4}) dada por f(A) = AN {1,2}. Hallar f(0) y
f({1,3}).

3. Sea f: N — R una funcién. Suponga que f satisface
fn)=(n—=1)f(n-1)

para todo n > 1y también que f(1) = 1. Halle f(4).

4. Sea f: N — R una funciéon. Suponga que f satisface
fn)=n-f(n—1)+1
para todo n > 1y también que f(1) =997. Halle f(5).

5. En cada uno de los ejercicios que siguen determine si existe (y en caso que sea posible,
encuentre) una funcion f : A — B que sea (a) inyectiva, (b) sobreyectiva, (c) biyectiva.

a) A={1,2,3,4} y B=1{0,1} x {0,1} x {0,1},

)

b) A={1,2,3} y B={0} x{1,2,3,4,5,},
c) A=P({0,1,2}) y B=4{0,1,2,--- |7},
d) A=P({0,1})y B={0,1} x {0,1},
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e) A=P({0,1,2})y B =1{0,1} x {0,1} x {0,1},
f) A={neN:ndividea 12} y B = {1,2,3,4,5}.

6. Determine si las siguientes funciones son inyectivas, sobreyectivas y/o biyectivas. De-
termine el rango de cada una de ellas.

a) f:N— N, definida por f(n)=3n+ 2.

b) f:Nx N — N, definida por f((n,m)) = m.

¢) f:N— P(N) definida por f(n) = {n}.

d) f:NxN — N, definida por f((n,m)) =m-n.

e) f:NxN— N x N, definida por f((n,m)) = (m,n).

f) f:N— N x N definida por f(n) = (1,n).

g) f:N— P(N) dada por f(n) ={m € N:n <m}.

h) f:P({1,2,3,4}) — P({1,2,3,4}) dada por f(A) = Ar{1,2}
i) f:P(N)— P(N) dada por f(A) =AU{L,2,3,4}.

7) f:P(N)xP(N)— P(N) dada por f(A,B) = A\ B.

k) f:P(N)x P(N) — P(N) dada por f(A, B) = AaB.

[) Sea f: N — N definida por partes de la manera siguiente

r+1 ,sixespar
f(x):{m ’sixesim
, par

7. Muestre que la funcién dada es biyectiva y halle su inversa.
a) f:R\ {2} — R\ {1} dada por f(z) = -5

b) f:(5,15) — (3,3) dada por f(z) = g(z + 15).

¢) f:(=3,-2) — (5,10) dada por f(x) = 5x + 20.

) [

d 73({0, 1,2}) — P({0,1,2}) definida por f(A) = Aa{l}.

8. Sea f: A — B una funciéon. Defina una relacion S sobre A dada por
(z,2") €5 & f(z) = f(a').

Muestre que S es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva (es decir, S es una
relacién de equivalencia).

9. Si X es un conjunto y A C X, entonces la funciéon caracteristica de A es una funcion
fa: X —{0,1}. Por esto la siguiente funcion estd bien definida.

H:P(X)—{0,1}*
H(A) = fa

Muestre que H es una biyeccion.



Capitulo 5

Cardinalidad

En este capitulo estudiaremos el concepto de cardinalidad de un conjunto. Este concepto
es la version matematica de la nociéon comun de “ntmero de elementos de un conjunto”.
Nuestro principal objetivo serda el de comparar el nimero de elementos de los conjuntos
N, Z, Q y R. Aun cuando todos ellos son conjuntos infinitos, veremos que R tiene “mas”
elementos que los otros. Este descubrimiento, que los conjuntos infinitos no son todos de
igual tamano, lo hizo el matematico George Cantor a finales del siglo XIX y revolucion6 las
matematicas.

5.1. Conjuntos finitos y métodos de conteo

. De cuantas maneras podemos ordenar 3 libros distintos en un estante? Designemos con
las letras a, b y ¢ los 3 libros. Podemos hacer una lista de todas las posibles ordenaciones:

abe acb bac
bea cab cba

Vemos entonces que hay 6 posibles maneras de ordenarlos. Ahora bien, si en lugar de 3 tene-
mos 1000 libros, no podemos hacer una lista exhaustiva de todas las posibilidades pues es un
numero extraordinariamente grande. Por esto se han desarrollado los métodos de conteo. En
esta seccion presentaremos algunos de estos métodos. Lo primero que haremos es precisar
la nocién de “un conjunto con n elementos”. Aunque su significado es para todos intuitiva-
mente claro, es importante que lo expresemos usando el lenguaje de las Matematicas. Al
igual que en todo proceso de mediciéon (en el caso que nos ocupa, estamos interesados en
medir el nimero de elementos de un conjunto) es fundamental fijar un patréon de referencia.
El conjunto con n elementos que usaremos como patron es {1,2,3,--- ,n} (;Cuél otro podria
ser?). También es conveniente tener a la mano una notacion practica para trabajar con estos
conceptos. Todo esto lo haremos a continuacion.

Definicion 5.1. Sea A un conjunto y un numero natural positivo. Diremos que A tiene n
elementos si existe una funcion biyectiva f : {1,2,3,--- ,n} — A. En este caso escribiremos

|A| = n.

133
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Diremos que A es finito si A es vacio o si tiene n elementos para algun n. Diremos que el
conjunto vacio tiene 0 elementos.

El lector deberia convencerse que la definicion que acabamos de dar captura la nocion
intuitiva de un conjunto con n elementos.

El simbolo |A| se lee “el ntimero de elementos de A”, también se dice “la cardinalidad de
|A|”. La ecuacion |A| = |B|, se lee “A y B tienen el mismo numero de elementos” o “ Ay B
tienen la misma cardinalidad”.

Ejemplo 5.2. Sea A = {2,4,a,b,8}. Veamos que A satisface la definicion de un conjunto
con 5 elementos. Para esto debemos conseguir una funcion biyectiva de {1,2,3,4,5} en A.
En efecto, considere la siguiente regla

S S~k = —

N N N S

\_/\_/\C:O/\/\_/
I

0 S Q =N

|

Teniendo aclarado la nocién de “nimero de elemento de un conjunto” o “cardinalidad
de un conjunto finito” nos dedicaremos a estudiar sus propiedades. El primer resultado es
sumamente 1til.

Teorema 5.3. Sean A y B dos conjuntos finitos. Si A y B son disjuntos (es decir, ANB =),
entonces |[AU B| = |A| + |B|.

Antes de dar la demostracion de este resultado veremos un ejemplo.

Ejemplo 5.4. Sea A ={1,4,6} y B = {3,7,8,9}. Tenemos que AN B =0, AU B es igual
a{1,4,6,3,7,8,9} y AU B tiene 3 + 4 elementos.

Observe que es crucial que los conjuntos sean disjuntos. Por ejemplo, sea C' = {1,4,6} y
D ={1,7,8,9}. En este caso C N D = {1} y C' U D tiene s6lo 6 elementos. O

Demostracion del teorema 5.3: Sea n = |A| y m = |B|. Primero observemos que cuando A o
B es el conjunto vacio (es decir, si n = 0 o m = 0) en realidad no hay nada que demostrar;
pues si A = (), entonces AU B = By por lo tanto A U B tiene m elementos. Por lo dicho
anteriormente, supondremos que n,m > 1.

La hipotesis acerca de A y B nos asegura que existen dos funciones biyectivas: f :
{1,2,3,--- ,n} - Ayg:{1,2,3,--- ,m} — B. La primera garantiza que A tiene n elemen-
tos y la segunda nos asegura que B tiene m elementos. Usando estas dos funciones tenemos
que ingeniarnosla para definir una funcion

h:{1,2,3,--- ,n+m} - AUB

que sea biyectiva. Haremos la demostracion para el caso particular n = 4 y m = 7. Dejaremos
como ejercicio al lector escribir una demostracion para el caso general (ver ejercicio 7).
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Tenemos entonces dos funciones biyectivas
f:{1,2,34} - Ay ¢g:{1,2,3,---,7} — B.
La definicion de h es la siguiente

_ [ f(@) ,sixe{1,2,3,4}
h(x)_{g(m—él) ,siz e {56, --,11}.

A continuacion verificaremos tres cosas: (i) h esta bien definida. Es decir, verificaremos que
h en realidad asigna a cada x en {1,2,---,11} un elemento de AU B, (ii) h es inyectiva y
(ili) h es sobreyectiva.

(i) h estd bien definida. Sea x € {1,2,--- ,11}. Hay dos casos a considerar:

(a) Supongamos que z € {1,2,3,4}. Entonces = pertenece al dominio de f y por lo
tanto f(x) esta bien definida y asi h(x) € A (y en consecuencia, h(z) € AU B).

(b) Supongamos que x € {5,6,---,11}. Entonces 5 < z < 11. De aqui se concluye
que 1 <z —4 < 7. Es decir z —4 pertenece al dominio de ¢ y por lo tanto g(x —4)
esté bien definido. Ademas, en este caso h(z) € By por lo tanto h(z) € AU B.

(ii) h es inyectiva. Sean z,z' € {1,2,--- ,11} con = # a’. Mostraremos que h(z) # h(z').
Como h esta definida por partes consideraremos todos los casos posibles.

(1) Supongamos que z,z" € {1,2,3,4}. En este caso h(z) = f(x) y h(z') = f(2').
Como f es inyectiva y x # 2, entonces f(z) # f(a’) y por lo tanto h(z) # h(z').

(2) Supongamos que z,z’ € {5,6,---,,11}. Este caso es similar al anterior.

(3) Supongamos que x € {1,2,3,4} y o’ € {5,6,---,,11}. En este caso h(x) = f(x)

y h(z') = g(2' —4). Como f(x) € A, g(x' —4) € By por la hipotesis AN B = (),
tenemos que f(x) # g(2’ —4). Por lo tanto h(z) # h(z2').

(4) Supongamos que z’ € {1,2,3,4} y x € {5,6,---,,11}. Este caso se trata como se
hizo con el tercer caso. Dejamos a cargo del lector completar los detalles.

Hemos mostrado que en cada uno de los casos posibles h(x) # h(z') por lo tanto h es
inyectiva.

(iii) h es sobreyectiva. Fijemos y € AU B y mostremos que existe z € {1,2,--- 11} tal que
h(z) = y. Tenemos dos casos a considerar

(1) Supongamos que y € A. Como f es sobreyectiva, entonces existe z € {1,2,3,4}
tal que f(x) = y. Por la definicién de h tenemos que h(z) = y.

(2) Supongamos que y € B. Como g es sobreyectiva, entonces existe z € {1,--- 7}
tal que g(z) = y. Uno estaria tentado a decir que h(z) = y, pero esto no es cierto.
Lo que si podemos decir es que 5 < z+4 < 11 y por lo tanto por la definicion de
h tenemos que h(z +4) = g(z) y en consecuencia h(z + 4) = y. Es decir z + 4 es
la preimagen de y.
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Hemos mostrado en cada uno de los casos que y tiene preimagen. Por lo tanto h es
sobreyectiva.

O

Podemos generalizar el resultado anterior para la union de tres o mas conjuntos disjuntos
de la manera siguiente.

Teorema 5.5. Sean A, B y C tres conjuntos finitos tales que ANB=ANC =BNC =0,
entonces AU BUC' es finito y ademds

|JAUBUC| = |A|+ |B|+|C|.

Demostracion: Sean A, B y C' tres conjuntos como en la hipdtesis. Considere el siguiente
conjunto

D =AUB.

Tenemos entonces que D y C' son disjuntos (;por qué?). Luego por el teorema 5.3 concluimos
que
\DUC|=|D|+|C].

Analogamente, como A y B son disjuntos, tenemos que
|D| = |AU B[ = [A] +B].
De la dos igualdades anteriores obtenemos
|JAUBUC|=|DUC|=|D|+|C|=|Al+|B|+|C|.
O

Cuando una familia de conjuntos {4;}; tiene la propiedad que A; N A; = () para cada par
de indices distintos 7, j se dice que la familia es disjunta dos a dos. El resultado anterior se
puede generalizar: Sea {A;}" ; una familia de conjuntos finitos disjuntas dos a dos, entonces

Ay U~ UA| = A1+ + AL
La demostracion de este hecho queda como ejercicio (ver ejercicio 8).

Otra propiedad de los conjuntos finitos es la siguiente:

Teorema 5.6. Sea A un conjunto finito y B C A, entonces B es finito y ademds |B| < |A|.
O

En otras palabras, si A tiene n elementos y B C A, entonces B tiene a lo sumo n
elementos. El lector que quiera ver una prueba formal de este resultado puede ver el ejercicio
9 donde encontrara algunas indicaciones de como hacerlo.

El siguiente resultado es similar al teorema 5.3 pero ahora también incluiremos el caso
donde los conjuntos A y B no son necesariamente disjuntos.
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Teorema 5.7. Sean A y B conjuntos finitos, entonces se cumple que
|JAUB| = |A|+ |B| - |AN Bj.
Demostracion: Comencemos observando que
AUB=(A\B) U (ANnB) U (B\A)
y ademas que
(ANB)N(A\B) =

(ANB)N(B\ A) =
(A\B)N(B\4) =

ss s

Es decir, cada par de estos tres conjuntos son disjuntos. Ya que AN B C A, A\BC Ay
B\ A C B, entonces cada uno de ellos es finito (por el teorema 5.6). Podemos ahora usar el
teorema 5.5 y concluir que

|JAUB|=|A\B|+|ANB|+|B\ Al (5.1)
Observe que A\ By BN A son disjuntos, es decir
(A\B)N(ANB) =10

y ademas que

A=(ANB)U(A\ B).

Ya que A\ BC Ay AN B C A, entonces ambos son conjuntos finitos (por el teorema 5.6).
Por lo tanto por el teorema 5.3 tenemos que

|A| = |ANB|+|A\ Bj. (5.2)
Anéalogamente para el conjunto B tenemos que
|B| =|ANB|+ |B\ Al. (5.3)
Sumando las igualdades dadas en (5.2) y (5.3) obtenemos que
|A|+ |B| =|ANB|+ |A\ B|+ |ANB| + |B\ Al
Comparando con (5.1) obtenemos
|AUB| = |A| +|B| - |[AN B]

y ésta es la ecuacion buscada.
O
El resultado anterior se puede generalizar para tres o mas conjuntos finitos. Este resultado
se conoce como el principio de inclusién y exclusion.
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Teorema 5.8. (Principio de inclusion y exclusion) Sean A, B y C tres conjuntos finitos,
entonces AU BUC es finito y ademds se cumple que
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|AnBNC|.
O
La utilidad de este resultado reside en que en general es més facil contar el nimero de

elementos de la interseccion de conjuntos que el de la unién de conjuntos. En el ejercicio 10
el lector encontrara algunas indicaciones de como demostrar este resultado.

Ejemplos 5.9. ;Cuéntos enteros del conjunto S = {1,2,3,--- ,1000} son divisibles por 3 o
57 Definimos dos conjuntos D3 y D5 de la siguiente manera

D3 ={n¢€S: nesdivisible por 3} y D;s ={n €S : n es divisible por 5}.

Estamos buscando el niimero de elementos de D3U Ds5. Haciendo uso del teorema 5.7 bastaria
que consiguiéramos | D3|, |Ds| y |Ds N D;|. Notemos que n es divisible por 3 si n es de la
forma 3k para algtn entero k. Como 3333 = 999, 3-334 = 1002, y 5-200 = 1000 podemos
concluir que
D3 ={3k:1<k<333} y Dy ={bk:1<k<200}.
Esto nos dice que | D3| = 333 y |Ds| = 200. Por otra parte, observemos que si n € D3N Ds,
entonces n es divisible por 15 (pues la factorizacion de n en factores primos incluird tanto al
3 como al 5). Reciprocamente, si n es divisible por 15 entonces n es divisible por 3 y por 5.
Esto nos dice que
D3N Ds ={n €S : nes divisible por 15}.
Por lo tanto, como 15-66 = 990 y 15 - 67 = 1005, entonces
D3N Ds = {15k : 1 < k < 66}.
De esto tenemos que | D3 N Ds| = 66. Finalmente
|D3 U Ds| = | D3| + |Ds| — |Ds N Ds| = 333 4+ 200 — 66 = 467.
Veamos otro ejemplo. ;Cuéntos enteros en S son divisibles por 3, 5 0 77 Sea D7 el conjunto
D7 ={n € S : n es divisible por 7}.

Al igual que antes se tiene que |D7| = 142, pues 7142 = 994 y 7 - 143 = 1001. Por otra
parte, como 7, 3 y 5 son nimeros primos, entonces

DsND; = {ne€S: nesdivisible por 21}
DsND; = {ne€S: nesdivisible por 35}
DsNDsND; = {ne€S: nesdivisible por 105}.

Razonando anélogamente a como hiciéramos antes, obtenemos que |D3 N D7| = 47, | D5 N
D;| =28y |D3N DsN D7| =9. Por el principio de inclusiéon y exclusion tenemos que

|D3s U D5 UD;| = |Ds|+|Ds|+ |D7| — |Ds N Ds| — | D3N Dr| —
|Ds N D7| + |Ds N Dy N Dy
= 3334200+ 142 — 66 —47 — 28+ 9
= 5H43.
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Observacion 5.10. El principio de inclusion y exclusion se puede generalizar a un ntimero
arbitrario de conjuntos. Por ejemplo, para cuatro conjuntos A, B,C' y D se tiene que

|JAUBUCUD| = |A|+|B|+|C|+|D]
—ANB|—|ANC|—|AND|—|BNC|—|CnND|
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNnCND|
—|AnBNnCND|.

|

Si entre dos conjuntos A y B se puede definir una funciéon biyectiva, entonces A y B tienen
el mismo ntmero de elementos, como lo demostraremos a continuaciéon. Este resultado es la
clave de muchos métodos de conteo.

Teorema 5.11. Sea A un conjunto finito y supongamos que existe un funcion biyectiva
f:A— B, entonces B es finito y ademds |A| = |B]|.

Demostracion: Sea n el nimero de elementos de A, es decir, |[A| =nyseag:{1,2,--- ,n} —
A una biyeccién. Queremos encontrar una biyeccion h : {1,2,--- 'n} — B. La funcion
compuesta fog: {1,2,--- ,n} — B es la candidata natural para h. En efecto, ya hemos
visto en el teorema 4.37 que la composicion de funciones biyectivas es biyectiva, asi que fog
es la biyeccion buscada. O

Ejemplo 5.12. Consideremos los conjuntos
A={2,578}, B={a} x{2,5,7,8}.

Es facil ver que B tiene 4 elementos (jcudles son?). Podemos también definir una biyeccion
f:A— Bentre Ay B de la siguiente manera

f(x) = (a, ).

Es decir, a cada elemento = de A lo enviamos al par ordenado (a, ).

Para ilustrar lo que hicimos en la demostracion del teorema 5.11 busquemos una biyeccion
g:{1,2,3,4} — {2,5,7,8}. Por ejemplo: g(1) = 2, g(2) = 5, g(3) = 7y g(4) = 8. Ahora
podemos calcular la funciéon compuesta fog:{1,2,3,4} — {a} x {2,5,7,8} y obtenemos
(fo9)(1) = (@.2), (f o 9)(2) = (@,5), (f 0. 0)(3) = (@,7) ¥ (f 0 9)(4) = (a,8). La funcion
f o g es biyectiva.

O

Observacion 5.13. St A y B tienen n elementos cada uno, sCiuantas biyecciones existen
entre A y B? La respuesta es que existen n! funciones biyectivas entre A y B 1. El lector
interesado puede hacer la demostracion de esta afirmacion por induccion en n.

'Recordemos que el factorial de un niimero natural se define por n! = n-(n —1)---2- 1. Por ejemplo,
31=3-2-1=6
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5.1.1. Cardinalidad del conjunto potencia

Ahora calcularemos el nimero de elemento del conjunto potencia. Para hacerlo usaremos
el Principio de induccién. El paso inductivo esta basado en la siguiente idea. Consideremos
el conjunto potencia de {1,2,3}. Clasificamos los subconjuntos de {1,2,3} en dos grupos: el
primero consiste de aquellos que no contienen al 3 y el segundo del resto, es decir, aquellos
que si contienen al 3

0 {1} {2} {1,2}
{3} {1,3} {2,3} {1,2,3}

Notemos que los conjuntos que estan en la primera fila son precisamente los subconjuntos
de {1, 2}, es decir, en el primer grupo hemos puestos todos los elementos de P({1,2}). Y los
que colocamos en el segundo grupo se obtienen agregando el 3 a los conjuntos del primer
grupo.

De lo dicho anteriormente se concluye que el nimero de elementos de P({1,2,3}) es el
doble que el de P({1,2}). El lector debe tener presente esta idea cuando lea la prueba que
damos a continuacion.

Teorema 5.14. Sea n un natural con n > 1, entonces P({1,2,--- ,n}) tiene 2" elementos.

Demostracion: La demostracion la haremos por induccién.

Base de la induccion: Para n = 1, tenemos que P({1}) = {0, {1}} tiene 2' elementos.

Paso inductivo: Supongamos que el resultado es cierto para k y mostrémoslo para k + 1. La
hipétesis inductiva es que P({1,2,3--- ,k}) tiene 2% elementos. Consideremos los siguientes
conjuntos:

A={XeP({1,2,3--- ,k+1}): k+1€ X}
B={XecP({1,2,3--- ,k+1}): k+1¢ X}.

Observemos que B es igual a P({1,2,3---  k}) (verifiquelo!). Tenemos que AN B =0 y
ademés que P({1,2,3--- ,k+1}) = AU B (verifiquelo!). La hipotesis inductiva nos dice
que B tiene 2% elementos. Mostraremos en seguida que A también tiene 2* elementos. Su-
pongamos esto por un momento y terminemos la verificacion del paso inductivo. Como AU B
es igual a P({1,2,3--- k+1}) y Ay B son disjuntos, entonces podemos usar el teorema
5.3 y concluir que P({1,2,3--- ,k + 1}) tiene 2* 4+ 2* elementos. Como 2 - 2% = 281 hemos
mostrado que P({1,2,3--- ,k+ 1}) tiene 2¢*! elementos. Con esto terminamos la verifi-
cacion del paso inductivo.

Nos quedé pendiente mostrar que A tiene 2* elementos. En realidad es bastante sencillo
darse cuenta de ésto. Analizando con cuidado la definiciéon de A vemos que A tiene tantos
elementos como B, pues a cada conjunto X en B le corresponde exactamente uno de A,
precisamente el conjunto X U {k + 1}. Esta es la idea que presentamos antes de enunciar el
teorema para el caso particular del conjunto potencia de {1,2,3}. Precisaremos estas ideas
a continuacion.
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Considere la siguiente funciéon: f : B — A dada por
f(X)=XU{k+1}.

Observe que f(X) es un subconjunto de {1,2,3--- k4 1}. Veamos que f es inyectiva. Sean
X,Y € Bcon X # Y. Entonces al agregarles a estos conjuntos el nimero k+ 1 siguen siendo
distintos, en otras palabras, X U{k+ 1} # Y U {k+ 1}. Esto muestra que f(X) # f(Y)
y por lo tanto que f es inyectiva. Dejamos como ejercicio al lector la verificacion que f es
sobreyectiva (ver ejercicio 15).
O
El lector seguramente ya habré notado lo larga que resultd ser la prueba del teorema
anterior (y eso que hasta le dejé una parte al lector!). También habra observado que la idea
“detras” de la prueba es realmente simple (como lo ilustramos antes de enunciar el teorema).
Esto es comin que suceda en matematicas. Algunas demostraciones usan una idea sencilla
que al “formalizarla” en el lenguaje de las matematicas resulta aparentemente mucho més
complicada. Sin embargo, la formalizacion y la prueba son fundamentales para convencernos
que el resultado enunciado era correcto. A medida que avance en el estudio de la matematica,
el lector ird notando la aparicion en los libros de frases como “es facil ver que usando tal o
cual idea se puede completar la demostracion” y le dejan al lector la tarea de convencerse
que en realidad esa “idea” simple es suficiente. Podriamos decir que una parte importante
del estudio de las matemaéticas consiste en llegar a ese convencimiento.

Ya vimos que P({1,2,3--- ,n}) tiene 2" elementos. ;Qué podemos decir acerca de P(A)
si A tiene n elementos? El siguiente teorema dice que P(A), por supuesto, tiene 2" elementos.

Teorema 5.15. Sea A un conjunto finito con n elementos, entonces P(A) tiene 2" elemen-
tos.

Demostracion: Definiremos una biyeccion entre P(A) y P({1,2,--- ,n}). Después de tener a
la mano esa biyeccion podremos usar el teorema 5.11, pues ya sabemos que P({1,2,--- ,n})
tiene 2" elementos y asi concluir que P(A) tiene 2" elementos.

Si A es el conjunto vacio, entonces P((}) tiene un solo elemento, es decir tiene 2° elementos.
Podemos entonces suponer que |A| > 1. Sea A un conjunto con n elementos y fijemos un
biyeccion f : {1,2,3--- ,n} — A. Definiremos una funcion g : P({1,2,--- ,n}) — P(A)
de la manera siguiente. Dado un subconjunto B C {1,2,--- ,n} definimos ¢g(B) como el
conjunto

9(B) ={f(b): be B}.

Es decir, g(B) consiste de las imagenes bajo f de los elementos de B. Dejamos al lector la
tarea de convencerse que g es en efecto una biyeccion (ver ejercicio 17).
O

5.1.2. Cardinalidad del producto Cartesiano

Ahora calcularemos la cardinalidad del producto cartesiano de dos conjuntos finitos.
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Teorema 5.16. Sean A y B dos conjuntos finitos, entonces el producto cartesiano A x B
es finito y se cumple que

|Ax B = [A]-|B|

Demostracion: Para facilitar la presentacion, enumeraremos los elementos de A de la siguiente
manera:
A= {$1a$27 e 7xn}7

donde n es el ntmero de elementos de A. Para cada i € {1,--- ,n} definimos el conjunto D;
como

Dejamos al lector la tarea de verificar que
AXB:DIUDQUUDn

Observemos que si ¢ # j, entonces D; y D; son disjuntos (;por qué?). Por lo tanto, podemos
hacer uso de la version generalizada del teorema 5.5 (ver el comentario que sigue al teorema
5.5 y el ejercicio 8) y concluir que

|A X B| = |Dy| + |Ds| + -+ |Dy|.

Usando el teorema 5.11 tenemos que, para cada i, | D;| = |B| (;Cudl es la biyeccion que hace
falta para poder usar el teorema 5.117). Asi que en la suma anterior tenemos | B| repetido n
veces. En otras palabras,

|Ax Bl =n-|B| = |A]-|B].

Esto era lo que queriamos demostrar.

Ejemplo 5.17. Considere el conjunto
S = {100,101, 102, --- ,999}.

Observemos que |S| = 900. ;Cuéntos nimeros en S tienen un 3 en la primera cifra? Reflex-
ionando un poco vemos que existe 100 de esos niimeros. Podemos también responder esta
pregunta usando el teorema 5.16. Los ntumeros que estamos buscando tienen la forma 3ab,
donde a, b son digitos entre 0 y 9 (ambos incluidos). Por el teorema 5.16 sabemos que existen
10% pares ordenados de la forma (a,b) con a,b € {0,1,---,9}. Cada par (a,b) nos propor-
ciona uno de los niimeros buscados, precisamente el nimero 3ab. Y reciprocamente, a cada
namero de la forma 3ab le corresponde el par (a, b). Esto muestra que la funcion (a,b) — 3ab
es una biyeccion entre {0,1,---,9} x {0,1,--- 9} y el conjunto al que le estamos determi-
nando la cardinalidad. Usando el teorema 5.11 concluimos que existen 100 ntimeros de la
forma 3ab.

O

Ejercicios 5.1
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1. Determine si los siguientes conjuntos son finitos y en caso de serlo diga cuantos ele-
mentos tiene.

a) {n € N: La suma de las cifras de n es igual a 5}
b) {(neN: 4+ 1> 17}

) fneN: T <3

2. En un grupo de 150 personas, hay 75 que nadan, 50 montan bicicleta y 80 trotan;
y algunos que no hacen ninguna de estas 3 actividades. Ademads, en el grupo hay
32 personas que trotan pero no andan en bicicleta, 27 que trotan y nadan y 10 que
practican los tres deportes.

a) {Cuantas personas solamente trotan (es decir, trotan pero ni nadan ni andan en
bicicleta)?

b) Si 21 personas andan en bicicleta y nadan ;Cuéntas no realizan ninguna de las
tres actividades?

(Sugerencia: Haga un diagrama de Venn).

3. De 200 personas, 150 trotan o nadan (pudieran hacer las dos cosas). Si 85 nadan y 60
hacen las dos actividades jcuéntas trotan?

4. Una bolsa contiene 50 metras de cuatro colores distintos. Explique por qué debe haber
al menos 13 metras del mismo color.

5. Suponga que se colocan 73 metras en ocho cajas.

a) Muestre que una caja debe contener al menos 10 metras.
b) Muestre que si dos de las cajas estan vacias, entonces alguna caja contiene al

menos 13 metras.

6. Encuentre el nimero de enteros en {1,2,--- 1000} que sean divisibles por 4, 5 6 7.
(Sugerencia: Vea el ejemplo 5.9).

7. Sean A y B dos conjuntos disjuntos tales que A tiene n elementos y B tiene m ele-
mentos. Sean f:{1,2,3,--- ,n} - Ayg:{1,2,3,--- ,m} — B funciones biyectivas.
Defina h: {1,2,--- ,n+m} — (AU B) de la manera siguiente:

| flx) ,sil<z<n
h(x)—{ glx—n) ,sin+1<z<n+m.

Muestre que h es una biyeccion.

(Sugerencia: Imite lo hecho en la demostracion del teorema 5.3).
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8.

10.

11.

12.

13.
14.
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Sean Aq, A, --- , A, conjuntos finitos y disjuntos dos a dos. Demuestre que
A U UA,| = A1+ + A,

(Sugerencia: Use induccion en n y siga un razonamiento similar al usado en la de-
mostracion del teorema 5.5).

Muestre que si A es finito y B C A, entonces B es finito y ademas se cumple que
| B] < |A].

Este es un ejemplo, de como una afirmacion de naturaleza sencilla, requiere un argu-
mento complicado para demostrarla rigurosamente.

(Sugerencia: Sea n el nimero de elementos de A. Haga la prueba por induccion en n.
Si n es cero, entonces A es vacio y por lo tanto B = (). Para el paso inductivo, sea A
un conjunto con n + 1 elementos y f: {1,2,--- ,n+ 1} — A una biyecciéon. Considere
dos casos: (a) f(n+ 1) € By (b) f(n +1) € B. Para el caso (a), verifique que
A—{f(n+ 1)} tiene n elementos y que B C A—{f(n+ 1)}. Use la hipotesis inductiva
para concluir que B es finito y que |B| < n. Para el caso (b), considere el conjunto
C =B—{f(n+1)}. Verifique que C C A—{f(n+ 1)} y por el caso (a) concluya que
C' es finito y ademas que |C| < n. Para finalizar, verifique que B=CU{f(n+ 1)} y
use el teorema 5.3 para concluir que |B| = |C| + 1.)

Demuestre el teorema 5.8.

(Sugerencia: Observe que AUBUC = (AU B)UC. Use ahora el teorema 5.1 y exprese
|AU BUC| en términos de |AU BJ, [(AU B)NC|y |C|. Use de nuevo el teorema 5.1
para calcular [AUB|y [(ANC)U(BNC)|).

a) Demuestre la formula dada en la observacion 5.10.

b) Halle una férmula para calcular
|JAUBUCUDUE|.

Sean A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B = {2,3,5,7,11,13,17,19}. Determine
|AU B |AN B |ArB] P(A)| |Ax B

[P(ANPB)| [P(AxB)| |P(P(P(A) [P(AxP(B))| [AxP(P(B))
Sea A=1{1,2,3,4} y B={a,b,c,d} y C ={1,3,5}. Calcule |[A x B x C|.
Considere los siguientes conjuntos

A={X eP({1,2,3-- k+1}): k+1€ X}

B={XeP{1,2,3--- k+1}): k+1¢ X}.

Verifique las siguientes afirmaciones:
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a) B esigual a P({1,2,3--,k})
b) ANB=10
c) P{1,2,3--- ,k+1})=AUB.

15. Complete la demostracion del teorema 5.14.

(Sugerencia: Para ver que f es sobreyectiva, dado X € A, esdecir, X C {1,2,3--- [k + 1}
y ademas k+ 1 € X. Considere Y = X \ {k + 1} y verifique que Y € B. Muestre que

f(Y) = X).

16. Sean A, B y C tres conjuntos finitos con |A| = n, |B] = m y |C| = p. Muestre que
|IAx BxC|=n-m-p.
(Sugerencia: Halle una biyeccion entre A x B x C'y (A x B) x C. Y use el teorema
5.16).

17. Complete la desmotracion del teorema 5.15.

(Sugerencia: Usando que f es inyectiva, muestre que si B, B’ C {1,2,--- ,n} con B #
B’, entonces g(B) # g(B'). Para ver que g es sobreyectiva, considere un subconjunto C
de A cualquiera. Verifique que el conjunto B definido por {a € {1,2,--- ;n}: f(a) € C}
satisface que g(B) = C (para probarlo hara falta usar que f es sobreyectiva).

5.2. Conjuntos equipotentes

Sean A y B dos conjuntos. Supongamos que existe una funcién f : A — B biyectiva.
Si A y B son finitos, ya vimos en la seccién anterior que esto significa que A y B tienen
el mismo namero de elementos. Usaremos esta idea para definir cuando dos conjuntos (no
necesariamente finitos) tienen el mismo tamaifo.

Definiciéon 5.18. Dos conjuntos A y B se dicen que son equipotentes , si existe una funcion
biyectiva f : A — B. En este caso escribiremos A ~ B.

Cuando dos conjuntos A y B no sean equipotentes escribiremos A % B. Antes de dar
algunos ejemplos mostraremos que la relacién & es reflexiva, simétrica y transitiva.

Teorema 5.19. Sean A, B,C' conjuntos. Entonces
(1) A= A.
(i1) St A~ B, entonces B ~ A.
(i1i)) Si A~ B y B~ C, entonces A~ C.
Demostracion:

(7) La funcién identidad 1, : A — A es una biyeccion.

1) Supongamos que A ~ B y sea f : A — B una biyeccién. Entonces f tiene inversa
g y y y
f~1: B — A también es una biyeccién. Lo que muestra que B ~ A.
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(731) Supongamos que A~ By B~ (C ysean f: A— By g:B — C biyecciones. Como
la composicion de funciones biyectivas es biyectiva (ver el teorema 4.37), entonces la
funcién go f : A — C' es una biyecciéon. Por lo tanto A ~ C.

O
Notemos que la definicion que diéramos de conjunto finito (ver 5.1) podemos también
expresarla de la siguiente manera:

Un conjunto A tiene n elementos (conn > 1) si A es equipotente con {1,2,--- ,n}.

Ejemplo 5.20. Considere los siguientes conjuntos
P={2n:neN} I={2n+1:n¢eN}

P consiste de todos los niimeros naturales pares e I de los naturales impares. Considere la
funcion

fN—=P

definida por
f(n) =2n.
Dejamos al lector la facil tarea de verificar que f es biyectiva. Esto muestra que N ~ P.
De manera similar, para el conjunto I considere la funciéon ¢ : N — I dada por g(n) =
2n + 1. Al igual que antes, es fécil verificar que g es una biyeccion y por lo tanto N = [. Por

el teorema 5.19, &~ es simétrica y transitiva y por lo tanto podemos concluir que P ~ I.
O

Ejemplo 5.21. Considere la funcion f : N — Z definida por

L si n es par
n)=4q 2 T .
fn) { —ntl sin es impar.

Dejamos como un ejercicio al lector la verificacion que f es una biyeccion (ver ejercicio 1).
Por lo tanto
N = Z.

Ejemplo 5.22. Considere la funcion f: R\ {2} — R\ {1} dada por

/()

oz
=2

Dejamos como ejercicio mostrar que f es una biyeccion. Tenemos entonces que

R\ {2} =~ R\ {1}.

Existen muchas otras biyecciones entre estos dos conjuntos. Veamos otra. Considere la g :
R\ {2} — R\ {1} dada por g(x) = z — 1. Entonces g es biyectiva.
O
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Ejemplo 5.23. Considere la siguiente funciéon f : (0, +00) — R definida por partes

1 ,si0<z <1
f(x)_{Q—x ,sil <.

Dejamos como ejercicio al lector mostrar que f es biyectiva. Tenemos entonces que

(0,400) = R.

El siguiente resultado serd usado con bastante frecuencia.
Proposicion 5.24. Sea f: A — B una funcion inyectiva. Entonces A =~ rango(f).

Demostracion. Restringiendo el contradominio de f y dejando la misma ley de corresponden-
cia obtenemos la funcion g : A — rango(f) dada por g(x) = f(x). Entonces g es biyectiva.
O

Ejemplo 5.25. Considere la funcién f : R — R definida por partes de la manera siguiente

_J =z ,six € N
f(m)_{:v—i—l ,siz €N

Dejamos como ejercicio verificar que f es inyectiva y ademas que rango(f) = R\ {0} (ver
ejercicio 7). Usando la proposicion 5.24 concluimos que

R~ R\ {0}.

Analizemos lo que se ha hecho en este ejemplo. Considere la funcion g : N — N\ {0} dada
por g(x) = = + 1. Se puede verificar que g es biyectiva. Ahora notemos que

R = N U (R\N)
LS lyg 11
RA{0} = (N\{0}) U (R\N)
La funciéon f se defini6 por partes, en N usamos g y en R \ N usamos la identidad. O

Ejemplo 5.26. Considere la funcion
f:R—=R

dada por
f(z) =3z + 1.

Como el lector seguramente sabe, la grafica de f es una recta. Es facil verificar que f es
inyectiva. Usaremos esta funcién para construir varios ejemplos de conjuntos equipotentes.
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1. Mostraremos que R\ {3} =~ R\ {10}. En efecto, sea g : R\ {3} — R dada por g(z) =
3x+1. Como f es inyectiva, entonces g también lo es. Notemos que rango(g) = R\ {10},
pues f(3) = 10. Luego por la proposicion 5.24 concluimos que R\ {3} ~ R\ {10}.

2. Un argumento completamente analogo muestra que para todo r € R se tiene que
RAA{r} ~ R\ {f(r)}
3. Mostraremos que
(—1,3) =~ (-2, 10).

En efecto, consideremos la funcion h : (—1,3) — R definida por h(xz) = 3z + 1.
Como en la parte (1) tenemos que h es inyectiva. Dejamos como ejercicio verificar que
rango(h) = (—2,10). Por la proposicién 5.24 concluimos que (—1,3) ~ (-2, 10).

Un argumento completamente analogo muestra que [—1, 3] &~ [—2, 10].

4. Mostraremos que
(—00,3) = (—00, 10).

En efecto, consideremos la funcion j : (—o00,3) — R definida por j(z) = 3z + 1.
Como f es inyectiva, entonces j también lo es. Dejamos como ejercicio verificar que
rango(j) = (—o0, 10). Por la proposicion 5.24, concluimos que (—oo, 3) &~ (—o0, 10).

O

Ejemplo 5.27. Usando una recta se puede mostrar que R\ {a} ~ R\ {b} para todo par de
reales a, b (ver ejercicio 2).

El siguiente resultado es importante.
Teorema 5.28. N x N~ N.

Demostracion: Definimos f : N x N — N de la siguiente manera
f((a,b)) =2%2b+1) — 1.

Mostraremos que f es una biyeccion. Sea n € N y a el mayor natural tal que 2¢ divide a
n + 1 (a puede ser cero). Por lo tanto %t es impar, y en consecuencia existe un natural b

2Ll
tal que Zt! = 2b 4 1. Tenemos que

n-+1=2%2b+1)

y en consecuencia f((a,b)) = n. Esto muestra que f es sobreyectiva.
Para ver que f es inyectiva, supongamos que a,a’,b,0' € Ny

2420 + 1) = 2 (20’ + 1).

Como 2b+ 1 y 26 + 1 son impares, entonces necesariamente 2% divide a 2% y viceversa. Por
lo tanto 2% = 2%, de esto se concluye que a = ' y ademés que 2b+ 1 = 2b' + 1. Por lo tanto,

b=1V.
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O

Existen otras pruebas del resultado anterior. Mostraremos a continuacién otra que es

facil de visualizar. Comenzaremos representado los elementos de N x N de la siguiente forma
cuadrangular:

(0,0) )

1,0) )

(07
(1, 1

O, 1,...’
07(717

(37'0)7 (‘97.1)7 Ty (‘97.5)’

Considere ahora el siguiente arreglo (que sigue las diagonales del anterior).

Este arreglo sugiere una manera de ordenar los elementos de N x N. Siguiendo lo indicado
en el diagrama podemos “contar” N x N. El orden del conteo seria

(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2) - - -

Es decir, considere la funcién g que asigna a (0,0) el namero 1; a (1,0) y (0,1) los nameros
2 y 3 respectivamente; a (2,0), (1,1) y (0,2) los nameros 4, 5 y 6 respectivamente, etc.
La biyeccion que corresponde a esta manera de contar N x N viene dada por la siguiente

formulas: ( b 1) b)
a+b+1)(a~+
g(a,b) = 5

Dejamos al lector interesado la tarea de mostrar que g es una biyeccion.

+b.

Ejercicios 5.2

1. Considere la funciéon f : N — 7Z definida por

, Sl n es par
, Sl m es impar.

| I3

f(n):{ nil

Muestre que f es una biyeccion.

2. Sean a,b,c,d € R con a # by ¢ # d. Considere la funcion

Muestre que f es biyectiva, f(a) = cy f(b) = d. Use esta funcion para responder las
siguientes preguntas. Escoja adecuadamente los valores de a,b,c y d e imite lo hecho
en el ejemplo 5.26.
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a) Muestre que R\ {2} = R\ {5}.

b) Muestre que R\ {2,1} ~ R\ {1, —1}.

¢) Muestre que Q\ {2,1} =~ Q\ {1, —-1}.

d) Sean a,b € R muestre que R\ {a} ~ R\ {b}.

e) Sean a,b,c,d € Rcon a # by c+#d. Muestre que R\ {a,b} = R\ {c,d}

3. Considere la funcion f : (0,4+00) — R definida por partes

1 ,si0<ao<1
f(x)_{Z—:r ,sil <.

Muestre que f es biyectiva.
4. a) Muestre que (—1,1) =~ (3,5) y [—1,1] = [3,5]. (Sugerencia: Use la funcién dada
en el ejercicio 2).
b) Muestre que (—1,6] ~ (2, 8].
¢) Muestre que [—1,6) ~ (2, §].

d) Muestre que, en general, dados a,b,c,d € R con a < by ¢ < d se tiene que
(a,b) = (¢,d) y [a,b] = [c,d]. ;Cuéles otras variantes de esta pregunta se le ocurre
son validas?

5  a
b

) Muestre que (1
)
¢) Muestre que (—
)
)
)

~

~
~
~

(0,400) .(Sugerencia: Considere la funcion f(x) = z—1).
)

7

(
Muestre que (1, 400
(=00

d) Muestre que (—o0, 6
e) Muestre que R ~ (—o0, 0).
f) Muestre que, en general, para cada a,b € R se tiene que (a,+00) =~ (b, +00).
. Cuéles otras variantes se le ocurre son vélidas?
6. a) Muestre que (0, +00) ~ (0,1). (Sugerencia: Considere la funcion f(z) =
b) Muestre que (4,+00) = (0, 1).
¢) Muestre que (4, +00) = (3,5).

8|~
|
—_
~—

7. Considere la funcién f : R — R definida por partes de la manera siguiente

J oz ,siz g N
f(x)_{m—i—l ,six €N

Muestre que f es inyectiva y que rango(f) =R\ {0}.
8. Use la idea del ejemplo 5.25 para mostrar lo siguiente

a) R\ {0} =R\ {0, 1}



5.3. ALGUNOS EJEMPLOS IMPORTANTES 151

b) R\{0,1} =R\ {0,1,2}

)

) RA{=1} = R\ {0, 1}
d) R\ {0,1,3} R\ {5,2}

)

Q\{0,1} ~Q\{0,1,2}
9. Muestre que (—1,1) =~ R.

c

[&

(Sugerencia: Muestre que la funcion f : (=1,1) — R dada por f(r) = —*5 es biyecti-
va).

10. Muestre que (—1,1) ~ [—1,1].
(Sugerencia: Muestre que (—1,1) ~ R\ {0, 1} y después agréguele los puntos 1 y —1).

11. Muestre que [a,b] = (a,b) para todo a,b € R con a < b.

5.3. Algunos ejemplos importantes

Sean A y B conjuntos. Denotaremos por B4 al conjunto de todas las funciones de A en
B. En esta secciéon nos ocuparemos en estudiar, desde el punto de vista que nos da la relacién
de equipotencia, los conjuntos

AxB , P(A) , BA

Comenzaremos por el producto cartesiano.

Ejemplo 5.29. Mostraremos que
NxN=x7Z x Z.

Como N = Z (ver el ejemplo 5.21), fijemos una biyeccion f : N — Z. Definimos H : Nx N —
7 x 7. de la siguiente manera

H((n,m)) = (f(n), f(m)).
Mostraremos que H es una biyeccion.

(i) H es inyectiva. Sea (n,m), (n’,m’) dos pares ordenados en N x N y supongamos que
H(n,m) = H(n',m’). Mostraremos que (n,m) = (n’.m’). En efecto, por la definicion
de H tenemos que (f(n), f(m)) = (f(n'), f(m)). Por lo tanto f(n) = f(n') y f(m) =

f(m’). Como f es inyectiva, concluimos que n =n'y m = m'.

(ii) H es sobreyectiva. Sea (k,l) € Z x Z. Mostraremos que existe (n,m) € N x N tal
que f(n,m) = (k,l). En efecto, como f es sobreyectiva, existen n,m € N tales que

f(n)=ky f(m) =1 Es facil verificar que H(n,m) = (k,1).
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El siguiente teorema es un resultado general relacionado con el ejemplo anterior.

Teorema 5.30. Sean A, B, C' y D tales que A~ B y C' ~ D. Entonces

AxC~BxD.

Ahora estudiaremos el conjunto potencia.

Ejemplo 5.31. Mostraremos que
P(N) ~ P(Z).

Fijemos f : N — 7Z una biyeccion. Definimos H : P(N) — P(Z) de la siguiente manera
H(A)={f(n): ne A}
Mostraremos que H es una biyeccion.

(i) H es inyectiva. Sean A, B C N distintos, mostraremos que H(A) # H(B). Como
A # B, hay dos casos a considerar.

(a) Supongamos que existe x € A\ B. Entonces, como f es inyectiva, concluimos que
no existe y € B tal que f(y) = f(x). Por lo tanto f(z) € H(A) \ H(B).
(b) Supongamos que existe x € B\ A. Este caso lo dejaremos a cargo del lector, pues

se hace de manera anéloga al caso (a).

(ii) H es sobreyectiva. Sea B C Z y consideremos el conjunto A = {n € N: f(n) € B}.
Como f es sobreyectiva, tenemos que para todo y € B existe z € A tal que f(x) =y.
Esto muestra que H(A) = B.

Un resultado general relacionado con el ejemplo anterior es el siguiente:

Teorema 5.32. Si X =Y, entonces P(X) ~ P(Y).

Ejemplo 5.33. Mostraremos que

ZN ~ NN,
Como antes, fijemos una biyeccién h : N — Z. Considere la funcion H : NN — ZN definida
por

H(f)=hof.

Mostraremos que H es una biyeccion.

(i) H es inyectiva. En efecto, sean f, f' € NN dos funciones distintas. Entonces existe
n € N tal que f(n) # f'(n). Como h es inyectiva, entonces h(f(n)) # h(f'(n)) y esto
muestra que H(f) # H(f').
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(i) H es sobreyectiva. Sea g € ZN. Mostraremos que existe f € NY tal que H(f) = g. En
efecto, sea f = h™' o g : N — N. tenemos que

H(f)=ho(hmlog)=(hoh™)og=1,0g=g

O
El siguiente teorema es un resultado general relacionado con el ejemplo anterior.
Teorema 5.34. Sean A, B, C' y D tales que A~ B y C' =~ D. Entonces
Cc4~ DP
O

Ejercicios 5.3

1. Para responder las preguntas que siguen imite lo hecho en el ejemplo 5.29. Describa la
biyeccién que muestra lo requerido.
a) Muestre que N x R ~ R x N.
b) Muestre que Nx Nx N~ 7 x Z x Z.
¢) Sean Ay B conjuntos no vacios. Muestre que A x B ~ B x A.

2. Para responder las preguntas que siguen imite lo hecho en el ejemplo 5.31. Describa la
biyeccidén que muestra lo requerido.

a) Sea P la coleccion de nimeros naturales pares y I la coleccion de nimeros natu-
rales impares. Muestre que P(P) =~ P(I).

b) Sea A={ne€Z: n<4}y B={n€Z:n> 8} Muestre que P(A) ~ P(B).
¢) Muestre que P((—1,2)) = P((3,4)).
d) Muestre que P((0,4+00)) =~ P(R).

3. Muestre que N ~ ZZ.

(Sugerencia: Sea h : N — Z una biyeccion. Dada f : N — N queremos asociar a f una
funcion g : Z — 7Z. Considere el siguiente diagrama donde --» indica la funcién g que
queremos definir.

N LN
AU L h
7 --» 7

Es natural entonces pensar que g debe ser ho foh™!. Esto sugiere definir H : NN — Z7
de la siguiente manera:

H(f)=hofoh™

Muestre que H es una biyeccion.)
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4. Muestre que NZ ~ NN,

(Sugerencia: Fije una biyeccion h : N — Z y defina H : N2 — NN de la manera
siguiente

H(f)=foh.

Muestre que H es una biyeccion).
Use los teoremas 5.30, 5.32 y 5.34 para mostrar lo siguiente

NN x Z ~ 7% x N.

a)

b) P(Z") = P(NY).

¢) P(Q) x N=Z x P(Q).

d) ( , ) ~ R*.

e) N ~ 7PZ)

f) P(P(Z) x R) = P((0,1) x P(N)).

Considere los siguientes conjuntos
A={3n: neN} B={5n+2: neN} C={n—-1: neZ}.
Muestre que

a) A~ B, Bx~C.

b) Ax B~ B xN.

c) P(AN) = P(ZB).
Muestre el teorema 5.30. Sean A, B, C'y D tales que A ~ By C' &~ D. Entonces
AxC=BxD.
(Sugerencia: Fije biyecciones f: A— By g:C — D ydefina F: AxC — BxD de

la manera siguiente
F((a,c)) = (f(a),g(c))
Muestre que F' es una biyeccion).

Muestre el teorema 5.32. Si X ~ Y entonces P(X) = P(Y).
(Sugerencia: Dada una biyeccion f : X — Y, considere la funcion G : P(X) — P(Y)

definida por
G(C)={f(c): ceC}.
Donde C' € P(X). Muestre que G es una biyeccion).
a) Sean A, By C conjuntos no vacios tales que B ~ C. Muestre que A? ~ A,
(Sugerencia: Imite lo hecho en el ejemplo 5.33).

b) Sean A, By C conjuntos no vacios tales que B ~ C. Muestre que B* ~ C4.
c¢) Use (a)y (b) para mostrar el teorema 5.34. Si A ~ C'y B ~ D, entonces A? ~ CP.
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10. Sean A, B y C conjuntos. Muestre que

a) Si BNC =, entonces APYC ~ AB x A,
b) (A x B)® =~ A° x B®.
c) (AB)C ~ AB*C,

5.3.1. Operaciones generalizadas

Vimos varios ejemplos de generalizaciones de algunas de las leyes del algebra de conjuntos.
Por ejemplo,
Au(BNCND)=(AUB)N(AUuC)N(AUD,).

Es natural esperar que algo similar se cumple si en lugar de tener 4 conjuntos tenemos 5. Es
decir,
AUBNCNDNE)=(AUB)N(AUC)N(AUD)N (AU E).

Para expresar leyes similares a éstas, donde intervengan colecciones arbitrarias de conjuntos,
usamos los subindices. Por ejemplo, si tenemos n conjuntos (donde n es un nimero natural),
los denotaremos de la siguiente manera:

A17A27 e 7An—17An~

Los nimeros 1, 2, .., n se llaman subindices y juegan el papel de etiquetas y sirven para
distinguir los conjuntos. La colecciéon Ay, Ay, -+, A,,_1, A, se dice que es una coleccién in-
dizada y el conjunto {1,2,--- ,n} es el conjunto de indices de esta coleccion. Es comun
que las familias indizadas se denoten por

(AL

El conjunto de indice depende del problema que se esté resolviendo como veremos en los
ejemplos.

La ley distributiva se puede expresar de manera general de la siguiente forma: sean Aq,
Ag--+, A, vy B conjuntos, entonces se cumple

BUA N---NA,)=(BUA)N---N(BUA,).

La demostracion de este hecho se vera mas adelante. La parte derecha de la expresion de
arriba también tiene una notacion especial. Si Ay, --- , A, son conjuntos, entonces la unién
de todos ellos A; U A; U ---U A, se escribe

y la interseccion A; N --- N A, se escribe
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Con esta notacion podemos expresar la ley distributiva que mencionaramos arriba de la

siguiente manera
n n

BU[[A:] =[)(BUA)

=1 =1

y la generalizacion de la otra ley distributiva es

n n

B[l JAi] ={JBnA).

1=1 i=1

Antes de continuar con las generalizaciones de la leyes del dlgebra de conjuntos veamos
algunos ejemplos de colecciones indizadas.

Ejemplos 5.35. 1. Considere la familia indizada {A;}?_, definida por
Ai={n+i: 0<n <3} conie{0,1,2,3,4,5}.
Asi por ejemplo tenemos que

Ay =1{0,1,2,3} A =1{1,2,3,4} Ay ={2,3,4,5}
As ={3,4,5,6} Ay ={4,5,6,7} As ={5,6,7,8}

Tenemos ademas que

5
JAi=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

=0

Dijimos que los indices son como etiquetas que se le colocan a los conjuntos para
diferenciarlos. En algunos casos los indices estan estrechamente relacionados con los
elementos del conjunto que lleva el indice. Esto ocurrié en el ejemplo que estamos
estudiando. Pues conociendo el indice y la regla de formacion de los conjuntos tenemos
toda la informacion necesaria para determinar los elementos del conjunto. Por ejemplo,
As consiste de todos los niameros de la forma n + 3 con n € {0, 1,2, 3}.

2. Consideremos I el conjunto de todas las secciones de Matl0 que se dictaron en la
Facultad de Ciencias durante el semestre A-98. Para cada i € [ sea

A; = {n € N:nesel naimero de cédula
de un estudiante inscrito en la seccion ¢ de Mat10}.

Tenemos definida de esta manera una familia indizada de conjuntos {4;}ic;. A pesar
de no tener a la mano los elementos de cada conjunto de esta familia, podemos afirmar
que dados dos indices ¢ y j distintos se cumple que A; N A; = 0 (;por qué?).

3. Podemos definir familias indizadas de conjuntos donde el conjunto de indices es muy
grande. Por ejemplo, para cada n € N positivo considere el conjunto

D, ={k € N: n divide a k}.
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Esta familia la podemos denotar de varias maneras

{Dn}nel {Dn}fzozl

donde el conjunto de indices I es {n € N: n > 1} y el simbolo co se lee “infinito” y
se sobrentiende que los indices son ntmeros naturales desde el 1 en adelante. Veamos
algunos de estos conjuntos

DlzN
Dy ={keN: kes par}
Dy = {0,7,14,21,28,35,42,49, .- - } = {Tm : m € N}.

Por ejemplo, tenemos que

(1D: = DanDsNDyN Dy

= {k e N: kesdivisible por 2, 3, 4, y 5}
= {k e N: k es divisible por 60}.

Podemos también tomar la unién o la iterseccion de todos los conjuntos indizados. En

este caso escribiremos
0 x
Jo: . Mo
i=1 i=1

Notemos que

GDZ-:N , ﬁDi:{O}.
1=1 =1

Observacion: El conjunto de indices no tiene porque consistir necesariamente de ntimeros.
En el ejercicio 6 el lector encontrara un ejemplo donde los indices son a su vez conjuntos.

Sean {A;}i_, y {B;}}L, dos familias indizadas la primera con n conjuntos y la segunda
con m conjuntos. Observe que hemos usado la letra j para denotar los indices de la segunda
familia, esto se hace para evitar confusiones entre los indices. Ahora podemos expresar las
generalizaciones de las leyes distributivas de la siguiente manera:

[UAi]m[UBj]:4 U (Ai N By)

=1 j=1 i=1,2, n; j=1,2,,m
n m

(Al U l[)Bi]= N (A; U By)
i=1 j=1 i=1,2, 5 j=1,2,,m

Los subindices en el lado derecho de estas igualdades pueden parecer a primera vista
horrorosos. Més adelante veremos otra manera de escribir esta leyes con una mejor notaciéon
para el lado derecho de las igualdades. Veamos que dicen estas leyes cuandon =3y m = 2
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(AJUAUA3)N(B1UBy) = (AinNBy) U (AiNBsy) U (AyNBy)U
(A2NBy) U (AsNBy) U (A3N By)

(AiNANA3)U(B1NBy) = (AiUB;) N (AiUBs) N (AyUB;) N
(A2 U By) N (As3U By) N (A3 U By).

Algo similar ocurre con las leyes de DeMorgan. Sea {A4;}_; una familia indizada de subcon-
juntos de un conjunto universal U, entonces

n

U

=1

¢ n
_ c
-
i=1

n

o

=1

¢ n
_ c
)
i=1

Sea {A; }icr una familia indizada de conjuntos, donde I es el conjunto de indices (recorde-
mos que I no es necesariamente N, puede ser un subconjunto de N o quiza otro conjunto).
Cuando se trabaje con uniones e intersecciones generalizadas es importante tener presente
la siguientes observaciones que pueden ser consideradas una definicion de los simbolos | J; 4;

y () A

x € UAi si, y solo si, existe ¢ € [ tal que x € A;
iel

x € ﬂAi si, y solo si, x € A; para todo i € I.
iel

Podemos expresar las leyes distributivas generalizadas usando una notaciéon donde inter-
viene el producto cartesiano. Sean {A;};_, y {B;}7., dos familias indizadas de conjuntos.
Denotaremos con [ el conjunto {1,2,--- ,n} y con J el conjunto {1,2,---,m}. Entonces
tenemos que

n

JAaln(UBl= | nB)

i=1 j (i)elx]
[(ATUlBi1= (] (AuB)
i=1 j=1 (ij)EIxJ

Los cuantificadores son de uso muy frecuente en mateméticas. En muchos casos sirven
para abreviar expresiones que serian engorrosas de escribir de otra manera. Por ejemplo, sea
{A;}ic; una familia indizada de conjuntos, entonces
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erAi & Jiel(zed)

el

xeﬂAi & Viel (rel).

iel

Ya vimos como se denota el productor cartesiano de tres conjuntos: usamos tripletas
ordenadas (z,y, z). También podemos definir el producto cartesiano de més de tres conjuntos.
Para hacerlo introducimos el concepto de tuplas ordenadas que hace uso de la notacién
con subindices que vimos anteriormente. Digamos que tenemos n conjuntos Aq, Ay, -+, A,
definimos una n-tupla ordenada como una expresion de la forma

(xlal'Qa e 73:71)

donde cada x; pertenece al correspondiente conjunto A;.
Dos n-tuplas son iguales cuando todas sus componentes son respectivamente iguales, mas
precisamente tenemos

(x17$27”' an> - (yl,y%”' Jyn> Si?YS()lO si Ty = Y2, T3 =Y3, " ,Tn = Yn-

El producto cartesiano de los conjuntos Ai, As, -+, A, se define como la coleccion de
todas la n-tuplas, mas precisamente,

AlXAQX"'XAn:{(le,.’EQ,"‘,ﬂjn): xleAthEAQv”')anAn}

En general A™ denota el producto cartesiano de A por si mismo n veces.

Ejercicios 5.3.1:
1. Para cada i € {1,2,3,4,5} sea A; = {n-i:0<n <3}

a) Determine por extension los conjuntos A;, A, Az, Ay y As.

b) Determine los elementos de AzaAs y As N Ay.
2. Para cadai € {1,2,3,4,5} sea A; = {n': 0 <n < 3}.

a) Determine por extension los conjuntos Ay, As, Az, Ay y As.
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b) Determine los elementos de A3anAs y As N Ay.

3. Sea P el conjunto de todos los nimeros naturales positivos. Considere los siguientes

conjuntos
D,, = {k € P: k es multiplo de n}

para cada n € P. Determine los siguientes conjuntos donde el conjunto universal es P.

a) I)ij 1)5 b) l)g F1l)3 F]l)5 C) 1)2 F1l)4
d) D4 N D6 e) D4AD6 f) DQADG
g) DS h) DS U D§ i) DSaDS

4. En este ejercicio el conjunto universal es N. Para cada n € P, sea

A, = {n,n+1,n+2,---} = {keN: k>n}
B, = {0,1,2,3---,2n} = {keN: k<2n}.

a) Determine Ay y Bj.
b) Determine A, N B, y AS paran=1,2,3y 7.

6 6 6 6

¢) Determine U A, U B, ﬂ A, ﬂ B,,.
n=3 n=3 n=3 n=3

d) Determine G A, [OJ B,, ﬁ A,, ﬁ B,,.
n=3 n=3 n=3 n=3

5 oo
e) Determine U Ay U(A” UB,)°.

n=1 n=1

5. Para cada n € Z, sea A,, = {n,n + 1}. El conjunto universal es Z.

6 6 6
a) Determine U Aoy, U Agp, ﬂ ASiq-

n=—6 n=—06 n=—6
b) Muestre que Z = U Aoy
nez
¢) Determine U Aoy
neL

d) Muestre que si n —m = 1, entonces A, N A,, # ()
e) Muestre que si n —m > 1, entonces A, N A, = 0.

f) iPara cuéles valores de n y m se cumple que A, N A, # (7

6. Sea I =P({0,1}) y defina la colecciéon indizada {C,} 1., de la manera siguiente
C,={BC{0,1,2} : AC B}

a) Determine Cy, Cyoy, Cp1y vy Ciony-
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b) Muestre que Cipy N Cpyy = Clo .
7. Considere la familia indizada A; = {n-i:0 <n <5} parai € {0,1,2,3,4,5}.
a) Determine A07 Al, AQ, Ag, A4 y A5.

b) Verifique que Ay C A; para todo i € {0,1,2,3,4,5}.

c¢) Determine A3aAs.
8. Considere la familia indizada A; = {n’: 0 < n < 5} para i € N. Muestre que Ay C A,.
9. Sea Ag = {n € Z: n es divisible por 5} y paracada k € Psea Ay = {n+k: n € Ap}.

a) Encuentre varios elementos de Ag, Ay, Ay, A3, Ay, A5y As.

b)

c¢) Generalice sus respuestas de la parte (b).
)

d) Determine Uizo Ay Uzzl Ap.

Muestre que Ag = A5 y que A; = Ag.

10. Para cada n € Z sea B,, = {n,n+ 1,n + 2}.

6
a) Determine U Bspi1.

n=—6

6
b) Determine U Ba,,.

n=—=6
¢) Muestre que Z = U Bs,,.
neL
d) Determine U B3t
nez

e) Muestre que sin —m =10 n —m = 2, entonces B, N B,, # 0.

f

)

) Muestre que si n —m > 2, entonces B,, N B, = 0.

g) (Para cudles valores de n y m se cumple que B,, N B,, # 07
)

h) ;Para cuales valores de n, m y k se cumple que B, N B, N By, # (7
11. Sean A y B dos conjuntos no vacios. Para cada y € B definimos
D,={y} xB

y consideramos a {D,},ecp una familia indizada con B como conjunto de indices.
Muestre que
AxB={]D,

yeEB
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12. Para cada n € N, sea
A, = {n}xN B, =Nx{n}.
De esta manera tenemos definidas dos familias indizadas {A4,,}5°, v {Bn}o2,.

a) Muestre que A, N A, = 0 si, y solo si, n # m.
b) Determine A5 N By. En general, determine A,, N B,,.
¢) Muestre que Nx N =[] A4,
d) Determine |J,_, B,
)

e) Considere que N x N es el conjunto universal y determine

auls,
n=2 n=3

c

5.4. Conjuntos infinitos

Un conjunto que no sea finito se dice que es infinito. Una gran parte de las matematicas
estéa ligada al concepto de conjunto infinito (alguien alguna vez comparé la matemética con
una sinfonia del infinito). Una de las propiedades méas importantes de un conjunto infinito es
la de poseer un subconjunto propio equipotente a él. Esto ya lo hemos observado en algunos
ejemplos, pues vimos que

Z~N R~ (0,+0) , R~ (R\{0}).

En esta secciéon estudiaremos algunas de la propiedades de los conjuntos infinitos. Lo primero
que mostraremos acerca de los conjuntos infinitos es que N es uno de ellos.

Teorema 5.36. (i) Sea A C N finito, entonces (N\ A) ~ N.
(i) N es infinito.
Demostracion:

(i) Si A es vacio el resultado es obvio. Para conjuntos no vacios, haremos la demostracion
por induccién en el niimero de elementos de A.

Base de la induccion: Supongamos que A tiene un elemento, es decir, A = {m} para
algan m € N. Definimos f : N — N\ {m} de la siguiente manera:

f(n):{n ,sin<m

n+1 ,sim<n.

Dejamos al lector mostrar que f es inyectiva. Veamos que f es sobreyectiva. Sea k €
N\ {m}, entonces, hay dos casos a considerar: (1) Si k < m, entonces f(k) = k. (2)
Si m < k (recuerde que k no puede ser igual a m), entonces m < k — 1y por lo tanto

flk—1) = k.
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(i)

Paso inductivo:
Hipotesis inductiva: Supongamos que para todo subconjunto B C N con n elementos
se cumple que N~ (N'\ B).

Sea ahora A C N un subconjunto con n + 1 elementos. Escojamos uno de ellos arbi-
trariamente, denotémoslo por a. Sea B = A\ {a}, entonces B tiene n elementos. Por
consiguiente,

N~ (N\ B).

Sea f : N — N\ B una biyeccién. Como a € N\ B y f es biyectiva, entonces existe
un unico k € N tal que f(k) = a. Sea g : N\ {k} — N\ A la funcién definida por
g(x) = f(x). Entonces g es una biyeccion (;por qué?) y por lo tanto

(N\{k}) = (N\ A).
De los probado en la base de la inducciéon, tenemos que
(N\ {k}) =~ N.
Luego por la transitividad de ~ concluimos que

(N\ A) =~ N.

Mostraremos que si f: {1,2,--- ;n} — N es una inyeccion, entonces f no es sobreyec-
tiva. Y esto demuestra que N no es finito. Supongamos que f es una inyeccién como
se indico arriba. Entonces rango(f) es finito (pues {1,2,--- ,n} ~ rango(f)). Por la
parte (i) podemos concluir que

(N rango(f)) ~ N.
En particular, N\ rango(f) no es vacio, es decir, f no es sobreyectiva.

a

El proximo resultado muestra que un conjunto finito no puede ser equipotente a un
subconjunto propio, pero antes necesitamos mostrar lo siguiente:

Proposicion 5.37. Sea n > 1 un natural. Para cada natural m con 1 < m < n+1 se tiene
que {1,2,---  n} es equipotente a {1,2,--- ,n+ 1} \ {m}.

Demostracion: Considere la siguiente funcion f : {1,--- ;n} — {1,--- ,n+ 1} \ {m} dada

por

i+1 ,sii>m.

f@:{z ,sii<m

Dejamos al lector verificar que f es una biyeccion.

O

Teorema 5.38. Un conjunto finito no es equipotente a ninguno de sus subconjuntos propios.
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Demostracion: Sea A un conjunto finito. Si A es vacio, entonces no hay nada que demostrar
pues el tnico subconjunto de () es (). Por esto podemos suponer que A no es vacio. Sea
n=|Aly f:{l,---,n} — A una biyeccion y B C A con B # A. Entonces f~!(B) es un

subconjunto propio de {1,--- ,n}. Le dejamos al lector convencerse que basta mostrar que
B no es equipotente con {1,--- ,n}. En otras palabras, basta demostrar lo siguiente:
Sean € N conn > 1. Entonces {1,--- ,n} no es equipotente a ninguno de sus subcon-

Juntos propios.
La prueba sera por induccién en n.

Base de la induccion: Sea A un subconjunto propio de {1}. Entonces necesariamente A = )
y por consiguiente A 3 {1}.

Paso inductivo: Supongamos que se cumple para n y lo mostraremos para n + 1. Sea A un
subconjunto propio de {1,---,n+ 1}. Daremos una argumento indirecto por reduccion al
absurdo. Supongamos que f: A — {1,--- ,n+ 1} es una biyeccion. Hay dos casos posibles:

(1) Supongamos que n+1 ¢ A. Como f es sobreyectiva existe a € A tal que f(a) =n+ 1.
Considere la siguiente funcion g : A\ {a} — {1,--- ,n} definida por

g(x) = f(z)
Observe que g estd bien definida y es biyectiva. Como n + 1 € A y a < n entonces
A\ {a} es un subconjunto propio de {1,--- ,n}. Esto contradice la hipotesis inductiva.

(2) Supongamos que n+1 € A. Sea B = A\ {n+1}. Entonces B es un subconjunto propio
de {1,--- ,n}. Definimos g : B — {1,--- ,n+ 1} \ {f(n+ 1)} de la manera siguiente
g(x) = f(z). Dejamos como ejercicio al lector verificar que g es una biyeccion. Esto
muestra que

B%{lv"' 7n+1}\{f(n+1)}'

La proposicion 5.37 nos dice que

{1, ;n+ 13\ {f(rn+ 1)} = {1,-- ,n}.

Como = es transitiva (ver 5.19 (iii)) entonces concluimos que

B={l,--- ,n}.
Por ser B un subconjunto propio de {1,---,n} entonces la hipotesis inductiva nos
asegura que

B#{l,--- n}.

Esto es una contradiccion.

O

El siguiente resultado nos dice que, desde el punto de vista del tamano de los conjuntos,

N es el conjunto infinito mas pequeno. Ademéas nos da un método para mostrar que un
conjunto es infinito.
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Teorema 5.39. Un conjunto A es infinito si, y sdlo si, existe una funcion inyectiva f : N —

A.

Demostracion: Supongamos que A es infinito. Definiremos una funcion f : N — A inyectiva.
Para ese fin, mostraremos que es posible escoger, para cada n € N, un elemento a,, € A de
tal manera que si n # m son naturales, entonces a, # a,,. Una vez hecho esto, definiremos
f(n) = a, y tendremos la funciéon inyectiva que buscabamos.

Como A es infinito, en particular A no es vacio. Sea entonces ag € A cualquiera. Notemos
que

A= (A—{ao}) U {ao}

y {ap} es finito, entonces A — {ag} no es finito y en particular no es vacio. Luego podemos
escoger a; € A con a; # ag. Supongamos que hemos escogido a € A para k < n tal que

ar # a; stk # 1y k,l <n. Notemos que A — {ag,ai,---,a,} no es vacio, pues si lo fuera,
entonces A = {ag, a1, -+ ,a,}, y en consecuencia A serfa finito. Por esta razén sabemos que
existe un elemento a € A diferente de ag,aq,--- ,a,, escojamos uno de ellos y denotémoslo

por a,1. Por lo dicho al comienzo, la funcion f : N — A dada por f(n) = a,, es inyectiva.
Reciprocamente, supongamos que f : N — A es una funcion inyectiva y sea B =
rango(f). Entonces por la proposicion 5.24 se tiene que N ~ B. Como N no es finito,
entonces B no es finito. Como B C A, entonces A no es finito.
O

Ejemplo 5.40. Por lo visto en la seccién 5.2 sabemos que el intervalo (0,1) es infinito.
Podemos mostrarlo de otra forma usando el teorema 5.39. En efecto, considere la funciéon
f: N — (0,1) dada por f(n) = 1/(n + 2). El lector puede verificar facilmente que f es
inyectiva.

Un conjunto A se dice que es infinito en el sentido de Dedekind si existe B C A tal
que A =~ B. El siguiente teorema nos dice que este concepto es equivalente al de conjunto
infinito.

Teorema 5.41. Un conjunto A es infinito si, y solo si, exviste B C A tal que A =~ B y
B+ A.

Demostracion: (Si ) Mostraremos la contrarreciproca. Supongamos que A es finito y que
B C A con A # B. Por el teorema 5.38 concluimos que A % B.

(Solo si ) Supongamos que A es infinito. Por el teorema 5.39 sabemos que existe una
funcion f : N — A inyectiva. Sea B = A — {f(0)}. Mostraremos que A ~ B. Ya que f es
inyectiva, entonces existe una funcion biyectiva h : rango(f) — N tal que (ho f)(n) =n
para todo n € Ny (f o h)(a) = a para todo a € rango(f). Definimos g : B — A de la
siguiente manera

B — f(h(b) —1) ,sibe Bnrango(f)
9(b) = b , si b € B—rango(f).

Observe que h(b) = 0 si, y solo si, b = f(0). Luego para todo b € B Nrango(f) se cumple
que h(b) —1 > 0y por lo tanto g esta bien definida.
Mostraremos que g es biyectiva.
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(i) Veamos que g es inyectiva. Supongamos que b,b' € B son tales que g(b) = g(b').
Notemos que para todo a € B, a € rango(f) si, y solo si, g(a) € rango(f). Por
consiguiente s6lo hay dos caso a considerar:

(1) Supongamos que b,b" € rango( f), entonces tenemos que f(h(b)—1) = f(h(b')—1).
Como f es inyectiva entonces, h(b) = h(b’) y como h también es inyectiva, entonces

b=1"0.
(2) Supongamos que b,b’ & rango(f), entonces g(b) = by g(b') = ¥'. Por lo tanto
b=1"0.

(ii) Veamos que g es sobreyectiva. Sea a € A, entonces de nuevo hay dos casos posibles:

(1) a € rango(f). Sea n € N tal que f(n) = a. Como h es biyectiva entonces existe
un b € rango(f) tal que h(b) = n+ 1. Ya que h(f(0)) =0y h(b) > 1, entonces
f(0) # b es decir, b € B. Por definicion de g tenemos que g(b) =

(2) a & rango(f). Entonces tenemos que a € By g(a) = a.

Ejercicios 5.4

1. Muestre que para todo n,m > 1 naturales con m # n se tiene que {1,--- ,n} #
1,---,mh

2. Muestre que Z \ {—2,—-3,—4} ~ N.
(Sugerencia: Recuerde que Z ~ Ny que N\ I’ & N para todo conjunto finito /' C N).

3. Use el teorema 5.39 para mostrar que los siguientes conjuntos son infinitos.

a) El conjunto de todos los ntimeros enteros pares mayores que 25.
b) El intervalo (2,5/2).
c¢) En general, el intervalo (a,b) donde a,b € Ry a < b.
d) El conjunto Z \ A donde A C Z es un conjunto finito.
¢) Q\N.
) RxR.
)
)
)
)
)

—

g) El conjunto de todos los enteros multiplos de 5.

h) R\ Q.
[0,1/2]\ Q.

El conjunto de todas las funciones de N en N.

2

J
k) El conjunto de todas las funciones de N en {0, 1}.

4. Halle un subconjunto propio de cada uno de los conjuntos del ejercicio #3 que sea
equipotente con el conjunto dado.
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5. Sea A y B dos conjuntos tales que A tenga al menos 2 elementos y B no sea vacio.
Muestre que si A o B es infinito, entonces A” es infinito.

(Sugerencia: Use el teorema 5.39).

6. Sea S C R no vacio y acotado superiormente. Sea r = sup A. Muestre que si r € A,
entonces A es infinito.

5.5. El teorema de Schroder-Bernstein

Para los conjuntos finitos tenemos la nocién de niimero de elementos la cual nos permitio
introducir las notaciones

[Al=ny [A[<]B].

En esta seccion extenderemos esta notacion a los conjuntos infinitos y estudiaremos sus
propiedades.

Definiciéon 5.42. Sean A y B dos conjuntos. FEscribiremos
Al < |B|
si existe una funcion f: B — A sobreyectiva.

Comenzaremos mostrando que la relacion < que acabamos de introducir es reflexiva y
transitiva.

Teorema 5.43. Sean A, B y C' conjuntos. Entonces se tiene que
(i) |A] < |A].
(i1) Si |A| < |B| y |B] < |C|, entonces |A| < |C].

Demostracion: (i) Pues A =~ A.

(ii) Sean f : B — Ay g : C — B funciones sobreyectiva. Entonces fog: C — A es
sobreyectiva (por ser la composicion de sobreyectivas, ver el teorema 4.37) y por lo tanto
Al <1C].

O

Teorema 5.44. Sean A y B dos conjuntos. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) Existe una funcion inyectiva f: A — B.
(11) Eziste una funcion sobreyectiva g : B — A.

Demostracion: (i) = (ii) Sea f : A — B una funcion inyectiva. Si f es sobreyectiva, entonces
tomamos g = f~1. Si f no es sobreyectiva, escogemos ay cualquier elemento de A. Como f
es inyectiva, dado b € rango(f) existe un tnico a € A tal que f(a) = b, con esto en mente
definimos g : B — A de la siguiente manera

_fa ,siberango(f)y fla)="0
9(b) = { ag ,sibdrango(f).
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Mostraremos que g es sobreyectiva. En efecto, sea a € A y pongamos b = f(a), entonces se
tiene que g(b) = a.

(1) = (i) Sea g : B — A una funcion sobreyectiva. Para cada a € A sabemos que existe
al menos un elemento b € B tal que g(b) = a. Fijemos entonces para cada a € A un elemento
b, € B tal que g(b,) = a. Definimos f : A — B de la siguiente manera:

Mostraremos que f es inyectiva. Sean a,a’ € A diferentes. Entonces por la manera que
escogimos b, y b, tenemos que g(b,) = a 'y g(by) = a’. Por consiguiente b, # by, pues de lo
contrario g no serfa una funcion.

O

Observaciones:

(i) Por el teorema 5.44 tenemos que |A| < |B| es equivalente a decir que existe una funcion
inyectiva f: A — B.

(ii) Observe que si A ~ B, entonces |A| < |B].
O

Ejemplos 5.45. 1. Si A C B, entonces |A| < |B|. En efecto, considere la funciéon f :
A — B, dada por f(x) = z. Entonces f es inyectiva. En consecuencia tenemos que:
IN| <Z|, |Z| < 1QJ, |Q| < [R].

2. Ya vimos que el conjunto P de los niimeros naturales pares y el conjunto I de los
impares son equipotentes. En particular esto dice que |P| < |I] y también que |I| < |P].
O

El siguiente teorema nos da una herramienta importante para determinar cuando dos
conjuntos son equipotentes.

Teorema 5.46. (Schroder-Bernstein) Si |A| < |B| y |B| < |A|, entonces A ~ B. O

La demostracion la haremos al finalizar esta seccion.
Definicion 5.47. Sean A y B conjuntos. Si A ~ B, entonces escribiremos
[Al = |B].
Y por otra parte, si |A| < |B| pero |A| # |B|, entonces escribiremos
Al < |B].
O

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de los teoremas 5.44 y 5.46 y nos
dice que las relaciones < y = que hemos definido entre conjuntos tienen las propiedades que
uno espera.
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Teorema 5.48. Sean A y B conjuntos. Se tiene que
(i) [A] = |B| si, y slo si, |A| < |B| y |B| < |A].

(i1) |A| < |B| si, y sdlo si, existe una inyeccion de A en B y no existe una inyeccion de B

en A.

(i1i) |A| < |B| si, y sdlo si, existe una funcion sobreyectiva de B en A y no eziste una
funcion sobreyectiva de A en B.

Ejemplo 5.49. Usaremos el teorema 5.46 para mostrar que
R = [0, 1].

Ya que [0, 1] C R, entonces por lo visto en el ejemplo 5.45, [[0,1]] < |R|. Resta mostrar que
IR| < [[0,1]]. Recordemos que R ~ (0, +00) (ver ejemplo 5.23). Por otra parte tenemos que
(0, +00) =~ (0,1). En efecto, la funcion f : (0,1) — (0, +o0) dada por

1
r)=—-—1
fla) = -
es una biyeccion como lo puede verificar el lector interesado.
Por lo tanto tenemos que

R~ (0,4+00) y (0,400) = (0, 1).

Luego, por la transitividad de ~, concluimos que R ~ (0,1). En consecuencia |R| = |(0, 1)].
Como [(0,1)] < |[0,1]] (;por qué?), entonces obtenemos que |R| < |[0,1]|. Hemos verificado
asi que las hipotesis del teorema 5.46 se satisfacen y por lo tanto concluimos que R ~ [0, 1].
Para que el lector tome conciencia de lo util que es el teorema 5.46, lo invitamos a

consequir explicitamente una biyeccion de R en [0, 1].
O

Para finalizar esta secciéon, enunciaremos la ley de tricotomia para la cardinalidad. No
presentaremos su demostraciéon pues requiere de un principio de la teoria de conjuntos que
no trataremos en este curso.

Teorema 5.50. Sean A y B dos conjuntos. Entonces se cumple una, y solo una, de las
siguientes afirmaciones:

(i) |A] < |B|.
(ii) |A| = |B|.
(iii) |B| < |A]. -
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5.5.1. Demostracion del teorema de Schroder-Bernstein

Sean f : A — By g: B — A funciones inyectivas. Para definir la biyeccion h : A —
B necesitamos hacer un construccién auxiliar. Definiremos, para cada nimero natural n,
subconjuntos A, C Ay B, C B de la siguiente manera:

Ay = A\g[B]
By = f[A]
A = Q[BO]
By = f[A4]
An+1 : g[Bn]

Bn+1 = f[AnJrl]

TS

M=AUA UAU---

Sea

N=ByUB UByU---
La verificacion de las siguientes afirmaciones las dejaremos a cargo del lector.
fIM] = N

0N = AUAsU-UA, -
g ' (A\M) = B\N.

Notemos que si x € A\ M, entonces x & Ay, es decir x € g[B] y por lo tanto g~!(z) esté
definido. Podemos entonces definir h : A — B como se indica a continuacion:

f flx) ,sizeM.
h(x)—{ gl (z) ,size A\ M.

Veamos que h es biyectiva:
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(i)

(i)

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

h es inyectiva. En efecto, observe que h[M]| = f[M] = N y h[A\ M] =g Y(A\ M) =
B\ N. En particular h[M]Nh[A\ M] = 0. Como f y g son inyectivas, de lo anterior
se concluye que h es inyectiva (el lector interesado verificara esta afirmacion).

h es sobreyectiva. En efecto, ya vimos que h[M| = N y h[A\ M| = B\ N y por lo
tanto h[A] = B.

Ejercicios 5.46

. Muestre que |Z| < |Q|.

. Muestre que |N x {0,1}] < |Z x {0, 1,2}|.

Muestre que |N x {1,2}]| <|Z x {3,4}].
Muestre que |N| < |N x NJ.

Muestre que (—1,1) ~ [—1,1].
(Sugerencia: Muestre que |(—1,1)| < |[~=1,1]] y que [-1,1] =~ [—3, 3]).

. Muestre que (1,2) U (4,5) =~ (3,4).

(Sugerencia: Use la funcion definida en el ejercicio 2 de §5.2).
Sea P la coleccion de todos los niimeros naturales pares. Muestre que |P| < |N x NJ.

Sean A y B conjuntos no vacios. Muestre que |A| < |A x B|.

. Muestre que |N| < |P(N)].

Sea A un conjunto. Muestre que |A| < |P(A)].

Muestre que |[N x {1,2}| = |N|.

Muestre que |N x {1,2,3}| = |N|.

Muestre que |N| < |NV|.

IN x N| < |NNJ.

Muestre que |P(N)| < |[P(NY)|.

Complete la demostracion del teorema 5.46 comprobando las siguientes afirmaciones:
fIM] = N

g '(A\M) = B\N.
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5.6. Conjuntos numerables

En esta seccion estudiaremos un tipo particular de conjunto infinito que juega un papel
importante dentro de las matematicas.

Definicion 5.51. Diremos que un conjunto A es numerable si A ~ N.

Observe que podemos expresar de manera equivalente que A sea numerable escribiendo

Al = INJ.
Teorema 5.52. Todo subconjunto de N es finito 6 numerable.

Demostracion: Sea A C N. Si A es finito, no hay nada que mostrar. Si A es infinito, entonces
por el teorema 5.39 sabemos que |N| < |A|. Como A C N, entonces |A| < |NJ|. Luego por el
teorema de Schoeder-Bernstein 5.46 tenemos que N &~ A.

O

Hemos visto que Z es numerable y el teorema 5.28 nos dice que N x N es numerable.
Ahora mostraremos que Q es numerable. Para hacerlo necesitaremos el siguiente resultado.

Teorema 5.53. Sea {A, : n € N} una coleccion de conjuntos numerables. Entonces |, A,
es numerable.

Demostracion: Denotemos por A la unién de todos los conjuntos A,,, es decir
A=A
neN

Ya que Ay C A, entonces |Ag| < |A|. Como Aj es numerable, entonces |N| < |A|. Mostraremos
que |A| < |N|. Después de mostrarlo podemos usar el teorema de Schroder-Bernstein 5.46
para concluir que A es equipotente con N y por lo tanto numerable.

Como cada A, es numerable existe una biyeccion f,, : N — A,. Definiremos una so-
breyeccion ¢g : N x N — A. Esto mostrara que |[A| < |N x N|. Como |N x N| = |N|, entonces
|A] < |N|. La definicion de g es como sigue:

g(n,m) = fn(m).

Veamos que g es sobreyectiva. Sea a € A, entonces existe n tal que a € A,,. Como f, es
sobreyectiva, entonces existe m € N tal que f,(m) = a. Esto muestra que g(n,m) = a.
O

Teorema 5.54. Q es numerable.

Demostracion: Definimos para cada n € N con n > 0 un conjunto A,, de la manera siguiente:

An:{%: mGZ}.

Q:UAn.

neN

Notemos que
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Para ver que Q es numerable bastaria ver, por el teorema 5.53, que cada A,, es numerable.
En efecto, la funcion f,, : Z — A, definida por f,(m) = ™ es biyectiva. Por consiguiente, A,
es numerable.

O

Ejemplo 5.55. Sea X la coleccion de todos los subconjuntos de N con exactamente dos

elementos. Es decir
X={ACN: |A] =2}

Mostraremos que X es numerable, es decir, que | X | = |N|. Usaremos el teorema de Schroder-
Bernstein 5.46. Para esto debemos mostrar dos cosas: |[N| < |X|y |X| < |NJ.

(1) |IN| < |X|: Considere la siguiente funcion f: N — X dada por

fn) ={0,n+1}.
Entonces f es inyectiva (muéstrelo!). Por consiguiente |N| < |X]|.

(2) |X| < |IN|: Como N ~ N x N, entonces es suficiente mostrar que |X| < |[N x NJ.
Considere la funcion g : N x N — X dada por

g(n,m):{ {n,m} sin£m

{n,n+1} ,sin=m.

Verifique que g es sobreyectiva. Por lo tanto | X| < |N x N].

Ejercicios 5.6

1. Muestre que los siguientes conjuntos son numerables:

a) La coleccion de todos los niimeros primos.
b) La coleccion de todos los enteros multiplos de 8.
c) N°, Q? Q.
2. Determine cuales de los siguientes conjuntos son numerables.

a) {q € Q: Existe un entero m tal que 5m + 1 < ¢ < 5m + 2}.
b) {(n,m) € NxN: n es pary m es impar}.
¢) {geQ: ¢ <2}
d) {g€Q:q¢*+5¢—¢*+7q¢—12=0}.
) {n € N: n divide a 1.567.344.987.678.333}.
) {(n,q) € Nx Q: nesmultiplo de 5y ¢ > 0}.
) {

(n,m) € Nx N: n divide a m}.

e

f
g
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3. Muestre que la coleccion de todos los subconjuntos de N con exactamente 3 elementos
es numerable.

(Sugerencia: Imite lo hecho en el ejemplo 5.55).
4. Muestre las siguientes afirmaciones.

a) Todo subconjunto de un conjunto numerable es finito 6 numerable.
b) Todo conjunto infinito tiene un subconjunto numerable.
c) Si IN| < |A|, entonces A es infinito.

d) A es finito 6 numerable si, y sélo si, |A| < |NJ|.
5. Si A es infinito y A C B, entonces B es infinito.
6. Sea B un conjunto infinito, y A C B finito. Muestre que
a) B — A es infinito.
b) B — A= B, esto no es tan facil de ver. Los reto a que lo prueben!

7. Sean A y B conjuntos tales que A C B. Muestre que si A no es numerable, entonces
B no es numerable.

8. Sea A un conjunto. Muestre que A x N es numerable si, y solo si, |A| < |NJ.

9. Muestre que si A y B son numerables, entonces A X B es numerable.

(Sugerencia: Use el teorema 5.28).
10. Sea A un conjunto finitoy f: A — A una funciéon. Muestre que

a) Si f es inyectiva, entonces es f biyectiva.
b) Si f es sobreyectiva, entonces f es biyectiva.

c) Halle una funcion f : N — N que sea inyectiva pero no sea sobreyectiva. ;Qué
tiene esto que ver con lo mostrado en (a)?

d) Halle una funcion f : N — N que sea sobreyectiva pero no sea inyectiva. ;Qué
tiene esto que ver con lo mostrado en (b)?

11. Muestre que la funcién g : N x N — N definida por

(a+b+1)(a+b+2)

g(a,b) = 5 —a—1

es biyectiva.

(Sugerencia: Use induccion para mostrar que rango(g) = N).

12. Considere la regla
(a,b) —2°(20+1) — 1

que mostramos define una biyeccién de N x N en N (ver el teorema 5.28). Determine
si esa regla define una inyeccién entre



5.7. APLICACIONES DEL TEOREMA DE SCHRODER-BERNSTEIN 175

a) Zx7Zy Q.
b) QxQyR.
13. Sean A,, conjuntos, n € N. Si |A4,| < |N|. Muestre que
U Ad< .
neN

14. Sean A y B conjuntos numerables. Muestre que A U B es numerable.

15. Muestre que la coleccion X de todos los subconjuntos finitos de N es numerable.

(Sugerencia: Muestre primero que para cada n € N la colecciéon de todos los subcon-
juntos de N con exactamente n elementos es numerable. Después observe que X es la
unioén numerable de conjuntos numerables).

5.7. Aplicaciones del teorema de Schroder-Bernstein

En matematicas se usan con frecuencia conjuntos que tienen la misma cardinalidad que
P(N). En esta seccion veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 5.56. Mostraremos que
{0, 1} =~ P(N).
Considere la funciéon F : P(N) — {0, 1} dada por
F(4) = f.

Donde f, es la funcion caracteristica de A (ver la definicion 4.10). Dejamos como ejercicio

al lector verificar que F' es una biyeccion.
O

Ejemplo 5.57. Mostraremos que
P(N) ~ NV

Como {0, 1}N C NNy {0, 1} ~ P(N) (por lo visto en el ejemplo 5.56), entonces tenemos que
|P(N)| < |NN|. Bastarfa entonces ver que |[NY| < |P(N)|. Pues por el teorema de Schroder-
Bernstein podemos concluir que esos dos conjuntos son equipotentes.

Recordemos que N x N ~ N y por consiguiente por el teorema 5.32 tenemos que

P(N) ~ P(N x N).

Ahora bien, cada funcion f € NY es una relacién binaria sobre N. Es decir, cada funcion
f € NN es un subconjunto de N x N. En otras palabras, tenemos que

NY={f CNxN: fesunafuncién} C P(N x N).
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Y por lo tanto
N < |P(N x N)|

y en consecuencia

N < [P(N)].

Ejemplo 5.58. Mostraremos que
{0,1}" = {0,1,2}".
Es suficiente mostrar que
{0, 13 < {0, 1,217 v [{0.1, 2} < [{0, 137,

La primera desigualdad es clara pues {0, 1} C {0, 1,2} (;por qué?). Por otra parte, como
{0,1,2}N C NN (;por qué?), entonces

{0, 1,2} < |NF.

De 5.56 y 5.57 sabemos que
NY ~ {0, 1}V,

Por lo tanto
{0, 1,2} < [{0,1}"]

y con esto termina la demostracion.

Ejercicios 5.7
1. Muestre que {0,1}N ~ {4,5,6,7,8}".
2. Muestre que {0, 1} ~ ZN.
3. Muestre que |P(Q)| = |NY|.
4. Muestre que R\ Z ~ R.
(Sugerencia: Halle una funcién inyectiva f : R — R\ Z).

5. Muestre que la funcion F' definida en el ejemplo 5.56 es biyectiva.

(Sugerencia: Para ver que F es inyectiva, tome A, B € P(N) distintos. Entonces hay
dos casos que se tratan de manera similar. Suponga que existe x € A\ B (;Cual es
el otro caso?). Entonces fa(x) =1y fg(z) =0, por esto fa # fp. Para ver que F es
sobreyectiva, sea g : N — {0, 1} arbitraria. Tome A = {z € N : g(x) = 1}. Muestre
que g = F'(A).)
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5.8. R no es numerable

En ésta seccion mostraremos que R no es numerable. Daremos dos argumentos distintos.
Comenzaremos con uno que hace uso de la representaciéon decimal de los ntimeros reales,
sobre la que supondremos el lector tiene alguna familiaridad. Después daremos otro que sélo
usa el axioma del supremo. An ambos argumentos se muestra que ninguna funcién f : N — R
es sobreyectiva, construyendo un ntmero real que no pertenece al rango de f.

Teorema 5.59. R no es numerable.

Demostracion: (Primer argumento). Cada nimero real lo identificaremos con una expre-
sion de la forma que se indica a continuacion, llamada su expansion decimal:

b7a/0a1...an-..

donde b es un entero y cada a; es un natural. Fijemos una funcién f : N — R. Construiremos
la expansion decimal de un real que no pertenece al rango de f. Cada real f(m) en el rango
de f tiene una expansion decimal b, aga; - - - . Para distinguir una expansion de otra usaremos
supraindices (en este caso no confundirlos con la notacion de las potencias). Asi obtemos la
siguiente tabla de expansiones decimales de los reales que estéan en el rango de f.

f0) = W agataz---ay--
fA) = bhagayaz---ay- -
flm) = 0" ag" ai" ay' - agt -

Ahora describiremos la expansion decimal de un real que no esté en el rango de f. Considere
los siguientes nimeros
0 ,sia:#0
Cn =
1 ,sia,=0.

Finalmente sea r el real cuya expansion decimal es igual a
O’CO Cl c2---cn-..

De la definicién de la sucesion ¢, se tiene que ¢, # a' para todo n. Esto garantiza que
r # f(n) para todo n. Es decir, r no pertenece al rango de f. 0

Ahora daremos otra demostracion de que R no es numerable. Para hacerlo necesitare-
mos una propiedad muy importante de los nimeros reales. Antes de enunciarla daremos un
ejemplo.

Ejemplo 5.60. Considere la siguiente colecciéon de intervalos cerrados

L[
"l n+1'n+1
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para n € N. Por ejemplo,
11 11
Iy=|-1,1 L= |——=| L=|—2=,=|.
0 [ 7] ;41 |: 272:| 2 |: 3a3:|

Iyo> L0020

Observe que

es decir, los intervalos van decreciendo con relacion a C. Mostraremos que

() I = {0}.

neN

En efecto, es obvio que 0 € I, para todo n € N. Por otra parte, mostraremos que si r # 0,
entonces existe n € N tal que r € I,,. En efecto, como |r| > 0 entonces existe n € N tal que
7| > 5 (propiedad Arquimediana de R). Por lo tanto r ¢ I,,.

O

La longitud de un intervalo [a, b] se define como la diferencia de sus extremos, es decir,
la longitud de [a,b] es b — a. En el ejemplo anterior, tenemos que la longitud de I, es

1 ( 1 - 2
n+1 n+1" n+1

Observemos que dado r > 0 cualquiera existe un natural n tal que %H < r. Esto dice que la
longitud de los intervalos I,, del ejemplo anterior se hace tan pequena como se quiera. Estos
son los ingredientes del siguiente teorema.

Teorema 5.61. (Principio de los intervalos encajados) Sea {I,}nen una coleccion de inter-
valos cerrados en R tales que

(Z) ]n+1 g In;
(ii) Para todo r > 0 existe un n tal que longitud de I, es menor que r.

Entonces existe un real z tal que

(. = {=}.

n

a

Demostracion: Sea ay, b, los extremos de I,,, es decir, I,, = [a,, by,]. Por hipotesis 1,11 C I,
por lo tanto

Qp, S QAn1 S bn+1 S bn- (54>
Es decir, tenemos que

ap<ar << ap <1 << by <0, <1< by < by
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Sea A el siguiente conjunto

A={b,: neN}

De (5.4) se tiene que cada a, es una cota inferior de A. Por consiguiente A tiene infimo,
sea z el infimo de A. Por la misma razéon tenemos que a, < z para todo n. Por lo tanto
a, < z <b,. Esto muestra que z € I,, para todo n.

Falta mostrar que z es el Gnico elemento de (), I,,. Supongamos que no es asi y sea w
otro real tal que w € I,, para todo n. Por lo tanto para todo n la longitud de I,, es mayor o
igual que |z — w|. Pero esto contradice la hipotesis (ii).

O

También necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 5.62. Sea F' C R un conjunto finito, I un intervalo cerrado y n un natural conn > 1.
Entonces existe un intervalo cerrado J C I tal que FNJ = 0 y la longitud de J es menor
que %
Demostracion: Sea I = [a,b], F' = {c1,ca, -+ , ¢y} un conjunto finito y n > 1. Podemos
suponer que a < ¢; < ¢ < -+ < ¢, < b (jpor qué?). Entonces escojamos d', b tales que
g <ad <b <cyyademasd —a' < % Sea J = [a/,V']. Dejamos como ejercicio verificar que
J satisface la conclusion del lema.

O

(Segunda demostracion de que R no es numerable) Sea f : N — R un funcion
cualquiera. Mostraremos que f no es sobreyectiva construyendo un real z que no esté en el
rango de f.

Definiremos una sucesion de intervalos cerrados I,, tales que

(i) f(n) & I, para todo n.

(ii) 1,41 C I, para todo n.

-1

(iii) La longitud de /,, es menor que .

Sea Iy un intervalo cerrado tal que f(0) & I y la longitud de I es menor que 1. Supon-
gamos que hemos definido I, para todo k < n tal que (i), (ii) y (iii) se cumplen. Por el lema
5.62 sabemos que existe un intervalo cerrado J C I, tal que f(n+1) ¢ J y la longitud de J
es menor que n+r1 Sea I,+1 = J.

El lector debe convencerse que esta sucesion de intervalos cerrados satisface las hipotesis
del teorema 5.61. Sea entonces z € R tal que z € I, para todo n € N. Por la condicion (i)
de la construccion de los intervalos sabemos que f(m) # z para todo m. Esto muestra que
z no pertenece al rango de f.

O

El primer argumento que presentamos para mostrar que R no es numerable es quizé el
primer ejemplo de lo que ahora se conoce como el método de diagonalizacion de Cantor. El
lector podra observar que la sucesion de digitos c¢,, se obtiene modificando “la diagonal” de la
tabla de expasiones decimales de los elementos del rango de f. El segundo argumento hace
uso del axioma del supremo. Esto muestra que el axioma de completitud repercute en el
tamano de R.
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5.8.1. Algunos subconjuntos de R que tampoco son numerables

El siguiente resultado muestra que existen muchos més ntimeros irracionales que racionales.
Teorema 5.63. El conjunto de los nimeros irracionales no es numerable.

Demostracion: En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que I es numerable. Como
R = QUI, entonces R es numerable, al ser la unién de dos conjuntos numerables. Y esto es
un contradiccion.
O
En algunas circunstancias el conocer la cardinalidad de un conjunto da indirectamente
informacion interesante sobre el conjunto. Ilustraremos lo que acabamos de decir con un
ejemplo.

Ejemplo 5.64. (Numeros algebraicos y trascendentes) Un ntmero real r se dice que es
algebraico, si existe un polinomio p(x) con coeficientes racionales tal que p(r) = 0. En
otras palabras, los niimeros algebraicos son aquellos niimeros reales que son una raiz de un
polinomio con coeficientes racionales. Por ejemplo, v/2 es algebraico, pues es una raiz de
22 — 2. De igual forma +/5 también es algebraico. El lector se puede convencer que /q es
algebraico para todo racional positivo ¢ y todo natural n > 2.

Sea A la colleccion de todos los ntiimeros reales algebraicos. Ya dijimos que Q C A y que
también A contiene ntimeros irracionales.

Ahora bien, ;jcuél es la cardinalidad de A?, jEs A = R? Daremos algunas indicaciones
de como responder estas preguntas. Consideremos el siguiente conjunto

Q[z] = {p: p es un polinomio con coeficientes en Q}.

El conjunto Q[z]| es numerable. La idea para mostrar esto tltimo es la siguiente. Considere
los conjuntos

Qnlz] = {p € Q[z] : p es un polinomio de grado menor o igual a n}.

Tenemos entonces que

Bastaria entonces mostrar que cada Q,[x] es numerable. Por ejemplo, para ver que Qsx] es
numerable, observemos que un polinomio p € Qs[z] tiene la forma

p(x) =a+ bz

con a,b € Q. Ahora bien, notemos que si (a,b) # (a’,V'), entonces los polinomios a + bx y
a’ + b’z son diferentes. Por lo tanto tenemos que la funcion

(a,b) — a+ bx

es biyectiva. Esto muestra que Q[x] es numerable. De manera similar se puede mostrar que
Qn[z] también es numerable.
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Continuando con la discusion sobre la cardinalidad de A, considere para cada p € Q[x]
el conjunto

R,={reR: p(r)=0}.

Es decir, R, consiste de las raices de p. Como cada polinomio de grado n tiene a lo sumo n
raices, tenemos que para cada polinomio p el conjunto Rz, es finito. Es facil convencerse que

Luego como Q[z] es numerable y cada R, es finito entonces |A| < |N|. Pero ya vimos antes
que |N| < |A|. Por lo tanto A es numerable.

El hecho que A es numerable y que R no lo es garantiza que R\ A tampoco es numerable.
En efecto, razonando indirectamente, vemos que si R \ A fuese numerable, entonces R =
(R\ A) U A también lo serfa (por ser la uniéon de dos conjuntos numerables) y esto es una
contradiccion. Con esto hemos mostrado que existen reales que no son algebraicos.

Los reales que pertenecen a R\ A se llaman trascendentes. Vemos entonces que hay mas
reales trascendentes que algebraicos. jPuede el lector dar un ejemplo de un real trascendente?
Esta pregunta no es sencilla. El matematico francés Joseph Liouville (1809-1882) fué quien
por primera vez mostro que existian nimeros trascendentes (el argumento que dimos arriba,
basado en la cardinalidad de los conjuntos, se debe a Cantor y es posterior). Algunos ejemplos
de ntmeros transcendentes son e y 7. Entre los que consigié Liouville tenemos el siguiente:

0,101001000000100000000000000000000000010 - - - 10 - - -

Donde el numero de ceros entre dos unos consecutivos es n!.

Ejercicios 5.8

1. Considere la siguiente coleccion {1, },en de intervalos cerrados:

B In+1 3n+4
| on+2" 2n+2

n

para cada n € N. Halle el real z tal que

ﬂ I, ={z}.

neN

2. Considere los siguientes conjuntos donde n € N:

A, = ! Lo 1y
"l n+1 n+1 n+1’ n+1]"
Muestre que

() An = {0,1}.

neN
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Muestre que

Muestre que

Muestre que

N {0, 1+ni1] = [0,1].

neN
Muestre que R\ Z no es numerable.
Sea A= {q€Q: ¢*> <2} Muestre que R\ A no es numerable.
Muestre que R? no es numerable.
Sea A = {(z,y) € R? : x € Q}. Muestre que A no es numerable.
Muestre que {(x,y) € R? : z,y son irracionales} no es numerable.
Muestre que R? \ (Z x Q) no es numerable.
Muestre que R? no es numerable.
Muestre que R? \ @® no es numerable.

Diremos que una funcién f € N es eventualmente constante, si existen m,a € N
tales que

f(n) = a para todo n > m.

Por ejemplo, sea f € NN dada por f(0) = 15, f(1) =35y f(n) = 3 si n > 2. Entonces
f es eventualmente constante. Por otra parte, la funcion f(n) = n + 2 para n € N no
es eventualmente constante.

Sea A la coleccion de funciones que son eventualmente constantes. Muestre que NY\ A
no es numerable.

Muestre que el siguiente conjunto es numerable para cada entero positivo n.

Qnlz] = {p € Q[z] : p es un polinomio de grado menor o igual a n}.
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5.9. ;Cual es el tamano de R?

En esta seccion daremos algunas indicaciones para mostrar la siguiente afirmacion

R[] = [P(N)] (5.5)

Es decir, que hay tantos ntmeros reales como subconjuntos de N. Para demostrar esta
igualdad bastaria mostrar (gracias al teorema de Schroder-Bernstein) que

IR <[PMN)] y [P < [R].

La primera desigualdad no es dificil de probar. Para la segunda usaremos la representacion
decimal de los niimeros reales, que aunque no la hemos desarrollado en este curso el lector
la conoce al menos de manera intuitiva.

Ya vimos en el ejemplo 5.57 que

es decir, hay tantos subconjuntos de N como funciones de N en N. Entonces (5.5) dice que
hay tantos niimeros reales como funciones de N en N. Esto es hasta cierto punto bastante
intuitivo, pues cada nimero real se puede expresar en forma decimal, es decir, como un entero
seguido de un sucesion (posiblemente) infinita de nimeros naturales. Esta representacion
sugiere que existe una relacion natural entre niimeros reales y funciones de N en N.
Mostraremos a continuacion que el tamano de R no sobrepasa el tamano de P(N).

Teorema 5.65. |R| < |P(N)|.

Demostracion: Hemos visto que |N| = |Q| y también sabemos que |P(Q)| = |P(N)]| (ver el
ejercicio 8 de §5.2). Asi que basta mostrar que |R| < |P(Q)]|. Definimos f : R — P(Q) de la
manera siguiente:
fr) ={geQ: g<r}.
Mostraremos que f es inyectiva. En efecto, sean r,r’ € R dos reales cualesquiera con r # r’.
Podemos suponer que r < 7’ (el otro caso se analiza de manera analoga). Por la densidad
de Q en R existe un racional ¢ tal que r < ¢ < r’. Por lo tanto ¢ € f(r’) pero ¢ & f(r). En
consecuencia f(r) # f(r').
O
La otra desigualdad, |P(N)| < |R|, es un poco mas dificil de mostrar. Tenemos que asociar
a cada subconjunto de N un nimero real. Para lograr ésto usaremos la representacion decimal
de los numero reales. Tomemos un ntmero real r tal que 0 < r < 1. La representacion
decimal de r es una sucesion a, de enteros no negativos que usualmente se escribe de la
manera siguiente
0, a0, A1as -+ ,Gp, - - -

A cada subconjunto A C N le asociamos la siguiente sucesion

] 1 ,sineA
=30 ,sin g A.
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Definimos f : P(N) — R de la siguiente manera

f(A) = el ntmero real cuya expansion decimal viene dada por
la sucesion ag, ay, as, -+ ,a,--- , definida arriba.

Mostraremos que f es inyectiva. Sean A, B dos subconjuntos de N diferentes. Ya que AaB #
(), denotaremos con m al primer natural que pertenece a AaB. Observe que para todo i < m
se tiene que

i€ As i€ B. (5.6)

Tenemos que considerar dos casos: m € A — B 6 m € B — A. Los dos casos son analogos
y analizaremos s6lo uno de ellos. Supongamos entonces que m € A — B. Para simplificar la
notacion llamaremos r al namero real f(A) y s a f(B). Mostraremos que r # s. Sea a,, y
b, los digitos correspondientes a la representacion decimal de f(A) y f(B) respectivamente.
Entonces para todo i < m se cumple que

a; =0 b =0. (5.7)
Definimos un racional ¢ de la siguiente manera
q=0,ap,a1as " , Q.
Observe que a,, =1y b,, = 0. Por (5.7) sabemos que
s<q<r

por lo tanto r # s.
O
Hasta ahora hemos mostrado ejemplos de subconjuntos de R de tres tamanos: finitos,
numerables y aquellos de igual tamano que R. Una pregunta que ha cautivado la atencion
de muchos matematicos es si existe algin subconjunto A C R tal que

IN[ < [A] < |R].

Esta pregunta de apariencia tan sencilla fué estudiada por Cantor, quien pensaba que la
respuesta era negativa, es decir, que no existe un conjunto A con esa caracteristica (esta
alternativa se conoce como la Hipdtesis del Continuo). En la actualidad se sabe mucho mas
acerca de esta pregunta que en la época de Cantor, sin embargo, todavia esta pregunta es
objeto de profundos y complejos trabajos de investigacion.

Ejercicios 5.9.
1. Muestre las siguientes afirmaciones:
a) R~ {0,1}.
b)) R~R x R.
¢) R~ R" donde n es un entero positivo.
d) ({0, 1}")" = {0, 1}".
) R~ RN,

e
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5.10. EIl teorema de Cantor

Ya hemos visto que existen conjunto infinitos que no son equipotentes. Por ejemplo: N y
R. El préoximo teorema nos dice que existen muchos mas ejemplos. Este resultado tuvo una
enorme repercusion sobre la concepciéon del infinito en matemaéticas.

Teorema 5.66. (Cantor) Sea A un conjunto, entonces |A] < |P(A)].

Demostracion: Primero observemos que |A| < |P(A)|. En efecto, considere la funcion f :

A — P(A) dada por
f(a) = {a}

para a € A. Es obvio que f es inyectiva.
Para ver que |A| # |P(A)|, mostraremos que ninguna funcion g : A — P(A) puede ser
sobreyectiva. Sea entonces g : A — P(A). Definimos

B={ac€A: a¢gla)}.

Veremos que B no esté en el rango de ¢g. Supongamos que estuviera, y sea a € A tal que
g(a) = B. Entonces tenemos que

a€eBeacg(a)sadB.

Y esto es absurdo. Por lo tanto la suposicion de que B estaba en el rango de g es imposible.

En consecuencia, g no es sobreyectiva.
O

Del teorema de Cantor inmediatamente obtenemos el siguiente resultado que dice que
P(N) no es numerable.

Corolario 5.67. P(N) no es numerable. O

Observemos lo siguiente
IN| < [PN)| < [P(P(N))] < [P(P(P(N)))I.
Esto muestra que estos conjuntos son de un tamano infinito cada vez mayor.

Ejemplo 5.68. Considere la coleccion X de todos los subconjuntos de N que no contienen
nimeros pares. Es decir, si P denota la colleccién de ntmeros pares e I la de los impares
tenemos que

X={ACN: AnP =10}

o de manera equivalente

X={ACN: ACI}.

Mostraremos que X no es numerable. Para esto es suficiente mostrar que | X| = |P(N)| y
usar el teorema de Cantor. En efecto, recordemos que I = N, por lo tanto P(I) ~ P(N) (ver
el ejercicio 8 de §5.2). En consecuencia |X| = [P(N)|.

O
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Ejercicios 5.10

1. Ordene de manera creciente (no necesariamente estricta) los siguientes conjuntos de
acuerdo a su cardinalidad.

a) N.

b) Z.

¢c) P(N)

)

e) {q € Q: Existe un entero m tal que bm + 1 < ¢ < 5m + 2}.
) QxZ

g9) Q.

h) QU

i) P(P(N)).
j) P(P(Z)).
k) P(P(P(N)))

5.11. ;Coémo se construyen los reales?

En esta seccién comentaremos como se construyen matematicamente los ntimeros reales.
Para apreciar mejor las ideas que presentaremos nos parece conveniente mostrar primero la
construcciéon de los racionales. Toda construccién parte necesariamente de alguna “materia
prima”’. En nuestro caso, para construir los racionales, usaremos como materia prima los
nimeros enteros. Después, para construir los reales usaremos como materia prima a los
racionales.

5.11.1. Construcciéon de Q.

La definiciéon que hemos usado de ntumero racional dice que un racional es una expresion
de la forma ** donde n y m son enteros con n # 0. Por otra parte, sabemos que dos fracciones
diferentes pueden representar al mismo niimero racional, por ejemplo, % y % son fracciones
equivalentes y representan al mismo nimero (jcual?) La construccion de Q que daremos se
basa en la idea de fracciones equivalentes.

Consideremos el conjunto de pares ordenados

{(m,n): n,m € Z,n # 0}.

Este conjunto es precisamente

Z > (Z\{0}).
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Cada fraccion ™ la “identificaremos” con el par (m,n) de Z x (Z\ {0}). La nocién de fraccion
equivalente nos da un relacién de equivalencia en Z x (Z \ {0}). En efecto, definimos la
relacion binaria ~ de la manera siguiente: Sean (m,n), (p,q) € Z x (Z \ {0})

(m,n) ~ (p.q) € mg=mnp. (5.8)

Por ejemplo: (172) ~ (376)7 (_374> ~ (37 _4)7 (47 2) ~ (27 1)
La relacion ~ es una relacion de equivalencia sobre Z x (Z\ {0}). Es decir, ~ es reflexiva,
simétrica y transitiva. En efecto,

(i) es obvio que (m,n) ~ (m,n) para todo (m,n) € Z x (Z\ {0}) y por lo tanto ~ es una
relacion reflexiva.

(ii) Si (m,n) ~ (p,q), entonces mqg = np. Luego pn = gm y por lo tanto (p,q) ~ (m,n).
Es decir, ~ es simétrica.

(iii) Supongamos que (m,n) ~ (p,q) y ademas que (p,q) ~ (r,s). Entonces tenemos que
mq = np y ps = qr. Multiplicando la primera igualdad por s y la segunda por n
obtenemos que mqs = npsy nps = nqr. En consecuencia mqs = ngr. Como q # 0 (;por
qué?), entonces podemos cancelar ¢ y obtenemos ms = nr, es decir, (m,n) ~ (r,s).
Esto muestra que ~ es transitiva.

La relacion de equivalencia ~ parte al conjunto Z x (Z \ {0}) en clases de equivalencia.
Por ejemplo, la clase de equivalencia del par ordenado (1,2) es

[(1,2)] = {(m,n) € Zx(Z\{0}): (1,2) ~ (m,n)}
{(m,n) € Z x (Z\ {0}) : n=2m}

= {(m,n) € Zx(Z\{0}): = =3}
Vemos entonces que la clase de equivalencia de (1, 2) corresponde a la coleccion de todas las

fracciones equivalentes a % Ahora podemos dar una definicién mas precisa de los ntimeros
racionales

Definiciéon 5.69. Los niumeros racionales son el conjunto cociente dado por la relacion ~
sobre el conjunto 7 x (Z \ {0}) definida en 5.8. En simbolos,

QY zx (Z\{0})/ ~.

En otras palabras, un niimero racional es una clase de equivalencia con respecto a ~. Por
esta razon decimos que las fracciones % y % representan al mismo nimero racional, pues son
representantes de la misma clase de equivalencia.

Para completar la construcciéon de Q debemos definir las operaciones de suma y mul-
tiplicacion. Teniendo presente que el par ordenado (m,n) representa la fraccion ™ es facil
imaginar cuales son las definiciones correctas. Ya que un ntmero racional es una clase de

equivalencia, la suma y la multiplicacién deben estar definidas entre clases de equivalencia.
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Para motivar la definicion de suma y multiplicacion de las clases de equivalencia recordemos
la manera usual de sumar y multiplicar fracciones. Por ejemplo,

1 3 1-5+3-3

575 5.5

N =
o] W
[\D‘»—t
ot W

Este ejemplo sugiere la siguiente definicion:
(mm)] + (o) = [m-gt+n-pn-q)
(mn)] - (] < (mepn-g).

Debemos también definir el elemento neutro de la suma y de la multiplicaciéon. Claramente
el 0 de Q corresponde a las fracciones de la forma % y el 1 de Q corresponde a las fracciones
de la forma ™. Esto sugiere la siguiente definicion:

0 = [(0,1)]

1= [

Ahora debemos dar la definicién de los inversos aditivos y multiplicativos.

~[(myn)] = [(—m,n)]

() Y [(g,p)]

donde [(p, q)] # 0, es decir, p,q # 0. Por tltimo definimos los racionales positivos Q.

Qt = {[(m,n)] : m-n >0},

Queda por verificar que los postulados P1,..., P12 se satisfacen. Esta es una tarea un poco
tediosa y no la haremos. Lo que pretendiamos al presentar la construccion de QQ era simple-
mente mostrarle al lector el método usado en Matemaéticas para formalizar de manera logica
el concepto de ntimero racional.

5.11.2. Construccion de R.

Los ntimeros racionales serdn nuestra materia prima para construir los ntimeros reales.
La idea fundamental que usaremos para hacer la construccion tiene como objetivo lograr,
por supuesto, que R satisfaga el axioma del supremo y ademas que los racionales sean densos
en R.

Usaremos el método ideado por Dedekind conocido como las cortaduras de Dedekind.

Definiciéon 5.70. Una cortadura es un conjunto o de racionales con las siguientes cuatro
propiedades
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(i) Siq € a yr esun nimero racional con r < q, entonces r € «.
(ii) a # 0.
(iii) o # Q.
(iv) No existe ningin elemento mdximo en «; es decir, si q € «, entonces existe r € « tal
que q <.

Ejemplo 5.71. Un ejemplo sencillo de cortadura es el siguiente

a={qeQ:q<4}.
En efecto, verifiquemos las cuatro condiciones que definen una cortadura

(i) De la definicion del conjunto a se concluye inmediatamente que si ¢ € a y r < g,
entonces r € a.

(i) a # 0 pues por ejemplo 3 € a.
(iii) 5 & a luego a # Q.

(iv) Si g < 4, entonces ¢ < %4 < 4. Por consiguiente, o no tiene méximo.

|

El ejemplo anterior sugiere una manera de definir cortaduras. Dado un racional cualquiera
r definimos

r*={¢eQ: qg<r}

Dejamos como ejercicio al lector verificar que para todo racional r el conjunto r* es una
cortadura (ver ejercicio 1). La cortadura r* “representard” al racional r. Pero hay muchas
otras cortaduras que no son de esa forma.

La condicién (iv) en la definicion de cortadura se necesita para evitar ambigiiedades. Por
ejemplo
{geQ:q<1}

{geQ:q<1}

podrian ambos representar al niimero 1. Otro ejemplo mas interesante de cortadura es el
siguiente:
a={qcQ:q<06q¢>0yq* <2}

Es facil ver que las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definicion de cortadura son satisfechas
por «. La condicion (iv) requiere de un poco mas de trabajo que dejamos como ejercicio (ver
ejercicio 2). Esta cortadura representa a /2.

Trabajaremos con diferentes objetos: nimeros racionales, cortaduras (conjuntos de ntumeros
racionales) y eventualmente también con colecciones de cortaduras (es decir, colecciones de
conjuntos de racionales). Para evitar confusiones, usaremos las letras mintsculas del alfa-
beto latino (p, g, r,...) para denotar racionales, las del alfabeto griego (o, (3, 7, ...) para
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denotar cortaduras y las letras latinas mayusculas (A,B, C, ...) para denotar colecciones de
cortaduras.

La definiciéon de ntmero real que damos a continuaciéon es el concepto mas complejo
tratado en estas notas.

Definiciéon 5.72.
R ={a:«a esuna cortadura}.

|

Ahora veremos como definir las operaciones de suma y multiplicacién de cortaduras y la
relacion de orden. Pero antes de hacerlo, observemos que de la definicion de cortadura se
obtiene naturalmente la nocién de igualdad: Dos cortaduras o y 3 son iguales si a C [y
B Ca.

Definiciéon 5.73. Sean o y (3 cortaduras.

a+fB={p+q:peay qep}
O

Para ilustrar como se trabaja con las cortaduras verificaremos a continuacion que « + 3
es una cortadura.

Proposicion 5.74. Sean a y B cortaduras. Entonces o+ (8 es una cortadura.

Demostracion: Veamos que a+ [ satisface las cuatro condiciones que definen a una cortadura.

(i) Supongamos que y < x son racionales y x € a + . Entonces xt = p+qconp € a'y
q € (. Luego y < p+ ¢, y por lo tanto y — ¢ < p. Como « es una cortadura, entonces
y — q € a. De esto se obtiene que y = p+ (y — p) pertenece a a + (.

(ii) Como ay (3 son conjuntos no vacios, entonces « + (3 # ().

(iii) Sean z,y racionales tales que = € o'y y & 3. Notemos que para todo a € « se cumple
que a < x (si para algin a en a no se tuviera que a < x, entonces r < a y por la
condicion (i) de 5.70 tendriamos que x € «). De manera similar tenemos que para todo
b € 3 se tiene que b < y. Luego a + b < x + y para todo a en a y todo b en 3. Por lo
tanto x + y no se puede escribir como a4+ b con a en o y b en 3, esto es, x + y no estéi
a—+ .

(iv) Seap+gena+ [ conpen ayqen 3. Porser ay (3 cortaduras, existen p’ en a 'y ¢
en 3 tales que p < p' y g < ¢'. Por lo tanto p+ ¢ < p’ + ¢’ y claramente p’ + ¢’ esta en
a+ .

O
Ahora definiremos el cero. Para no confundirlo con el cero de Q, lo denotaremos por 0*.
La definicién es muy natural.
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Definicion 5.75.
0"={xe€Q:z <0}

Definiremos a continuacién el inverso aditivo. Consideremos la siguiente cortadura
a={qeQ:q<3}

Observemos que
{1€Q:qga;={¢€Q:q=3}
y por otra parte

{¢€Q:q<-3}={¢€Q:—q¢a}.

Observemos que —3 es el minimo de {q € Q : ¢ &€ a}. Este ejemplo sugiere la definicion
siguiente

Definicion 5.76. Sea o una cortadura.

—a={—q¢€Q:q&ayqno es el elemento minimo de {r € Q:r & a}}.

Ejemplo 5.77. Veamos un ejemplo:
a={reQ:r<—4}.

Usando la notacion introducida anteriormente, « es igual a (—4)*. Determinaremos a conti-
nuacion —a. Primero notemos que

{reQ:rga}t={reQ:r>—-4}.
Observemos que el minimo de este conjunto es —4, de modo que
—a={geQ:—q¢>—-4& —q# -4}

es decir
—a={qeQ:q<4}.
O

Podemos ahora definir R™ el conjunto de cortaduras que representaran los niimeros reales
positivos.

Definiciéon 5.78.

R* = {a: a es una cortadura que contiene algin racional positivo}.
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El orden entre las cortaduras es muy simple de caracterizar. Recordemos que < se define
a partir de R* de la siguiente manera: Sean v y 3 cortaduras

a<f, si at+(—p)eR.

En principio esta relaciéon < pudiera parecer compleja, sin embargo veremos a continuacion
que es de hecho equivalente a una relacion bien conocida entre conjuntos.

Teorema 5.79. Sean o y (B cortaduras. o < 3 st y solo st a« C  y o # 3. Ademds, o < 3
sty solo si a C 3. O

A continuaciéon mostraremos que toda coleccion de cortaduras acotada superiormente
tiene supremo.

Teorema 5.80. (El axioma de completitud) Si A es una coleccion no vacia de cortaduras
acotada superiormente, entonces A tiene supremo.

Demostracion: Sea A un coleccidon no vacia de cortaduras y a una cota superior para A. Sea
B ={x € Q: x pertenece a alguna de las cortaduras de A}.

Mostraremos que [ es una cortadura y que es el supremo de A.

(i) Sea x € By y < x. De la definicién de 3 tenemos que existe v € A tal que z € 7.
Luego y € v y por lo tanto y € 3.

(ii) Como A no es vacio entonces 3 # ().

(iii) Sea x un racional que no pertenece a . Veremos que x no pertenece a . Sea y una
cortadura en A, entonces por ser a una cota superior de A se tiene que v < «. Por
5.79 sabemos que esto significa que v C «, por lo tanto x & .

(iv) Sea x € By v € A tal que x € 7. Entonces existe un racional y € 7 tal que = < y.
Como v € Ay y € ~, por definicién de [, se tiene que y € .

(v) Es inmediato que para todo 7y € A, se cumple que v < 3. Por lo tanto 3 es una cota
superior de A. Veamos que ( es la menor de las cotas superiores de A. Sea § otra cota
superior de A. Entonces v C § para todo v € A. Por lo tanto si x € 3, se tiene que
x € 6, es decir, f C . Y por consiguiente 3 < 4.

O
La definicién del producto la haremos por partes. Comenzaremos definiendo el producto
de cortaduras para las cortaduras “positivas”, es decir las cortaduras que estan en R*.

Definicion 5.81. Sean o y (8 cortadura, con o, € R*. Definimos « - 3 de la siguiente
manera

a-f = {z€Q:2<0} U
{z€Q: z=uzy para algin z,y conx € a,y € B yx,y >0}
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Ejemplo 5.82. Veamos un ejemplo. Consideremos las cortaduras 2* y 3*.

2*={qeQ: ¢g<?2}

3={¢eQ: ¢<3}.

Mostraremos que 2* - 3* = 6*. Debemos mostrar dos cosas

(i) 2*-3* C 6*: Sea g € 2* - 3*. Hay dos casos posibles. El primero es que ¢ < 0, entonces
es claro que ¢ < 6 y por lo tanto ¢ € 6*. El segundo caso es que ¢ = xy para algin
par de racionales x,y tales que x € 2*, y € 3* y x,y > 0. En este caso tenemos que
0<zx<2y0<y<3. Porlotanto 0 < zy < 6 y esto muestra que q € 6*.

(ii) 6* C 2*-3*: Sea g € 6%, es decir, ¢ es un racional y ¢ < 6. Hay dos casos a considerar.
El primero es si ¢ < 0, en este caso ¢ € 2*-3* por definicién de producto de cortaduras.
El segundo caso es cuando ¢ > 0. Como 0 < g < 6 entonces 1 < g. Sea r un racional

talque 1 <7 < % yseax =2 Entonces 0 < x < 2, es decir z € 2*. Seay = ¢ - 1, es
q T x

decir, y = qr/2. Como g < qr < 6, entonces gr/2 < 3, es decir y € 3*. Finalmente es
claro que como ¢ = zy, entonces q € 2* - 3*.

O

Para completar la definicion de la operaciéon de multiplicacién es conveniente tener a
nuestra disposicion el concepto de valor absoluto.

Definicion 5.83. Sea o una cortadura

| = Q, st o > 0F
] —a, sia<O0*.

Definicion 5.84.
0%, sia=0"of=0*
a-B=< |a-|5], sia>0"yfB>0" 0o a<0*ypB <0
—(laf - 18]), sia>0"y B <0 0o a<0"y[>0~

Ya el lector se habra convencido que la construccion de los reales no es cosa sencilla. Para
finalizar, daremos la definicién del inverso multiplicativo.

Definicion 5.85. 1" = {q € Q:¢q < 1}.
Definicion 5.86. Sea o una cortadura con a # 0*. Si a > 0%, entonces

at = {qeQ: ¢<0} U
{1/q€Q: ¢>0yq¢& ayqno esel minimo de {r € Q:r & a}}.

St a < 0%, entonces
at = —(la|™h).
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Ejercicios 5.11

. Muestre que r* es una cortadura para cada racional 7.

Considere los conjuntos

A= {reQ:r<006 0<ryr*<2}
B= {s€Q:0<sys?>2}.

Muestre que

(i) A no tiene méaximo y que B no tiene minimo.
(ii) Para todor € Ay todo s € B, r < s.

(i) Q= AUBy AN B = 0.

(iv) A es una cortadura.

(

Sugerencia: Para la parte (i) use el ejercicio 3 de §2.5 en el capitulo 1).

Sea
a={reQ:r<06 0<ryr? <5}

Muestre que « es una cortadura. (Sugerencia: Use el ejercicio 5 de §2.5 del capitulo 1).
Dados dos racionales r, s muestre que

a) (r+s)*=r"+s"
b) (rs)* =r*-s*.

c) r*<s"siysolosir<s.

Si a y (8 son cortaduras tales que o < (3, entonces existe un racional r tal que a <
r* < f.

Sea o una cortadura. Muestre que r € « si y s6lo si r* < a.

Sean o y [ cortaduras. Muestre que a U 3y a N 3 son cortaduras.

Sea o una cortadura diferente de 0*. Daremos algunas indicaciones para mostrar que
F=a-a!

Muestre primero que a - a~t C 1*.

Para la otra direccion siga los siguientes pasos.

a) Muestre que, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que o > 0
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b) Podemos también suponer que o # r* para r € Q.

En efecto, note que para r € Q con r > 0 se tiene que

() '={recQ: z<0}u{rcQ: a=1/y,yeQ, y>r}

Sea 0 < s < 1 un racional cualquiera. Sea

; 1—s
=r
1+s

entonces r —t € r*, 1/(r +t) € (r*)~! y ademés

r—t

r+t

¢) En lo que sigue supondremos que a > 0 y « no es de la forma r* con r € Q.

d) Muestre que para todo racional r > 1, existe a € « tal que ra ¢ . Ademés, como
a 1o es de la forma r*, entonces ra no es el minimo de Q \ a (pues este conjunto
no tiene minimo).

Sugerencia: Sea a € o con a > 0. Observe que
a<ra<ria<---<r'a<--
Use que {r" : n € N} no es acotado superiormente en Q y concluya que existe n
tal que r"a € « .
e) Sea 0 < s < 1 un racional y sea r = 1/s. Fije a € « tal que ra ¢ «. Entonces

s=a-(ra) ' €a-al.
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